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2L

h

a

E={X,Y,Z}

B={x,y,z}

های مختصات اينرسي وبدني و دستگاهملخه . نمايي از ربات چهار1شکل 

F 



𝐹 = 𝐾𝑡Ω
2 

𝜏 = 𝐾𝑑Ω
2

 ktkd

      

 

𝑅(, 𝛳, 𝜑) = 

[

𝐶𝐶𝛳 𝑆𝐶𝛳 −𝑆𝛳
𝑆𝛳𝑆𝜑𝐶 − 𝐶𝜑𝑆 𝑆𝛳𝑆𝜑𝑆Ѱ + 𝐶𝜑𝐶 𝑆𝐶𝛳
𝑆𝛳𝐶𝜑𝐶 + 𝑆𝜑𝑆 𝑆𝛳𝐶𝜑𝐶 − 𝑆𝜑𝑆 𝐶𝜑𝐶𝛳

] 

CS

q



𝒒 = ((𝑷𝑂
𝐸)𝑇 , ϒ𝑇)𝑇 

 = ((𝑽𝑂
𝐵
)
𝑇
, (𝝎𝐵)

𝑇
)
𝑇

 
PO

E =(X,Y,Z)
T

o VO
B=(vx,vy,vz)

T

ωB=(p,q,r)
T

=(φ,𝛳,)
T

(4) 𝝎𝐵 = [

1 0 −𝑆𝛳
0 𝐶𝜑 𝑆𝛳𝐶𝜑

0 −𝑆𝛳 𝐶𝛳𝐶𝜑

] [

̇

̇
̇

] = 𝑱()̇ 

(5)  = [
𝑹() 𝟎
𝟎 𝑱()

] 𝒒̇ = 𝒀𝒒̇ 

   
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(6) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑙

𝜕
) +

𝜕𝑙

𝜕
[(𝑌̇ −

𝜕

𝜕𝒒
)𝒀−1] 

                −
𝜕𝑙

𝜕𝒒
𝒀−1 = 𝑸 

𝑙 = 𝑇 − 𝑈TU

Q

(7) 𝑸 =

(

 
 
 
 

0
0

−𝐾𝑡(Ω1
2 + Ω2

2 + Ω3
2 + Ω4

2)

−𝐿𝐾𝑡(Ω2
2 − Ω4

2)

−𝐿𝐾𝑡(Ω3
2−Ω1

2)

−𝐾𝑑(Ω1
2 − Ω2

2 + Ω3
2 − Ω4

2))

 
 
 
 

 

𝑴(𝒒)̇ + 𝒉(𝒒, 𝒒̇) = 𝑩 

 = (Ω1
2, Ω2

2, Ω3
2, Ω4

2)
𝑻

 
𝑴 ∈ ℝ𝟔×𝟔 , 𝒉 ∈ ℝ𝟔×𝟏 , 𝑩 ∈ ℝ𝟔×𝟒   

M  h 

B

     

        

         

        

      

        

   

(BC)

BC

X=(T,qT)T

 𝑿̇ = (
𝑴−1(𝑩 − 𝒉)

𝒀−1
)

 q
c
∈ ℝ𝟒×𝟏

q
c
de=q

c
d-q

c

e1=q
c1
d -q

c1

ė1=q̇
c1
d -q̇

c1

V1(e1)=
1

2
e1

2

 𝑉̇1(𝑒1) = 𝑒1(𝑞̇𝑐1
𝑑 − 𝑞̇𝑐𝟏)

μ
1

 𝜇1 = 𝑞̇𝑐1
𝑑 + 𝐾1𝑒1

K1

μ
1

 μ
1
dμ

1

q
c1

q
c1
d

e2=μ
1
-q̇

c1

𝑉2(𝑒1, 𝑒2) = 𝑉1(𝑒1) +
1

2
𝑒2
2

𝑉̇2(𝑒1, 𝑒2) = 𝐾1(𝑒2
2 − 𝑒1

2)

           +𝑒1. 𝑒1(1 − 𝐾1
2) + 𝑒2(𝑞̈𝑐1

𝑑 − 𝑞̈𝑐1)

e3V3

𝑒3 = 𝑞𝑐2
𝑑 − 𝑞𝑐𝟐
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𝑉3(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) = 𝑉2(𝑒1, 𝑒2) +
1

2
𝑒3
2

V3

𝑉̇3(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) = 𝑉̇2(𝑒1, 𝑒2) 

                         +𝑒3(𝑞̈𝑐2
𝑑 − 𝑞̈𝑐2)

μ
2

 𝜇2 = 𝑞̇𝑐2
𝑑 + 𝐾2𝑒3

μ2

 μ2
dμ2

qc2qc2
d

e2=μ2-q̇c2

𝑉4(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) = 𝑉3(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) +
1

2
𝑒4
2

𝑉̇4(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) =  𝑉̇2(𝑒1, 𝑒2)

          +𝐾2(𝑒4
2 − 𝑒3

2) + 𝑒3. 𝑒4(1 − 𝐾2
2)

          +𝑒4(𝑞̈𝑐2
𝑑 − 𝑞̈𝑐2)

𝑒5 = 𝑞𝑐3
𝑑 − 𝑞𝑐𝟑 

𝑒6 = 𝑞𝑐4
𝑑 − 𝑞𝑐𝟒

 e7=μ3-q̇c3 

e8=μ4-q̇c4 

𝜇3 = 𝑞̇𝑐3
𝑑 + 𝐾3𝑒5 

𝜇4 = 𝑞̇𝑐4
𝑑 + 𝐾4𝑒6

 
𝑉5(𝑒) =∑

1

2
𝑒𝑖
2

8

𝑖=1

𝑉̇5(𝑒) =∑𝑒𝑖

8

𝑖=1

𝑒̇𝑖 = −∑𝐾𝑖𝑒2𝑖−1
2

4

𝑖=1

        +∑𝐾𝑖𝑒2𝑖
2

4

𝑖=1

−∑𝐾𝑖
2

4

𝑖=1

𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖

        +∑𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖

4

𝑖=1

+∑𝑒2𝑖

4

𝑖=1

(𝑞̈𝑐𝑖
𝑑 − 𝑞̈𝑐𝑖)

𝒒𝑐 = 𝐀𝒒   ,   𝒒𝑐 ∈ ℝ
𝟒×𝟏

A 

𝑞̈𝑐 = A𝑞̈ 

q̈

𝑞̈ = 𝑌−1̇+ 𝑌̇𝑞̇

̇

𝑞̈𝑐 = 𝐵̅ + ℎ̅

𝐵̅ = 𝐴𝑌−1𝑀−1𝐵 

ℎ̅ = 𝐴𝑌 ̇ 𝑞̇ − 𝐴𝑌−1𝑀−1ℎ

 q̈
c

V̇5 

𝑉̇5(𝑒) = −∑𝐾𝑖𝑒2𝑖−1
2

4

𝑖=1

+∑𝐾𝑖𝑒2𝑖
2

4

𝑖=1

            −∑𝐾𝑖
2

4

𝑖=1

𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖 +∑𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖

4

𝑖=1

+∑𝑒2𝑖

4

𝑖=1

(𝑞̈𝑐𝑖
𝑑 − 𝑩̅𝒊− ℎ̅𝑖)

B̅iiB̅h̅ii

  h̅

 = (𝐵̅)−1{𝑞̈𝑐
𝑑 + 𝐾𝑒̅ − ℎ̅}

e̅=(e2,e4,e6,e8)
T K ∈ ℝ𝟒×𝟒

min 𝐽0 = ∫ ‖𝐸(𝑡)‖
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡            𝑠. 𝑡 

Ẋ= (
𝑀−1[𝐵(𝐵̅)−1(𝑞̈𝑐

𝑑 + 𝐾𝑒̅ − ℎ̅) − ℎ]

𝑌−1
)

 
−𝑘𝑖 < 0      𝑖 = 1,… ,4 

−𝐾𝑖𝑖 < 0      𝑖 = 1,… ,4 
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E=(e1,e3,e5,e7)
T

EBC

  h̅h̅i=i
TSi+̅iSi(𝑡) ∈ ℝ

𝑛𝑖

i ∈ ℝ
𝑛𝑖̅i

𝑛𝑖

i   h̅

 = (𝐵̅)−1{𝑞̈𝑐
𝑑 + 𝐾𝑒̅ − ℎ̂}

ĥ h̅

ℎ̂𝑖 = ̂𝒊
𝑻
𝑺𝒊

̂𝑖i

𝑉6(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒6) = 𝑉5(𝑒1, … , 𝑒5)

+
1

2
∑ ̃𝑖

𝑇
𝑖
−1

4

𝑖=1

̃𝑖

̃i=̂i-ii ∈ ℝ
𝒏𝒊×𝒏𝒊

i=iIni×ni

𝑉6

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) = −∑𝐾𝑖𝑒2𝑖−1
2

4

𝑖=1

      −∑𝐾𝑖
2

4

𝑖=1

𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖 +∑𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖

4

𝑖=1

      +∑𝐾𝑖𝑒2𝑖
2

4

𝑖=1

+∑ ̃𝑖
𝑇
(𝑒𝑖𝑆𝑖 + 𝑖

−1̇̂𝑖)

4

𝑖=1

 −∑𝑒2𝑖(̅𝑖 + 𝑑𝑖)

4

𝑖=1

                         

−∑𝐾𝑖𝑖

4

𝑖=1

𝑒2𝑖
2                                      

𝑑𝑖

̇̂𝒊 = 𝑝𝑟𝑜𝑗  𝑖(̂𝑖 , 𝑒2𝑖𝑆𝑖 , 𝑓𝑖)   𝑖 = 1,… ,4

𝑝𝑟𝑜𝑗  𝑖   

      = {
𝑎 − 𝑏   𝑖𝑓   𝑒2𝑖𝑆𝑖

𝑇i𝛁𝑓𝑖 , 𝑓𝑖  > 0
 

𝑎                          𝑒𝑙𝑠                   

b=e2iiSi
∇fi.∇fi

T

∇fi
T.∇fi

iSifia=e2iiSi 

∇fi =
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑖
fi

𝑓𝑖 =
‖̂𝑖‖

2
− (‖̂𝑖‖𝑀 − )2

2‖̂𝑖‖𝑀 − 2

̃𝒊
𝑻
[𝒊
−𝟏𝑝𝑟𝑜𝑗 𝑖(̂𝑖 , 𝑒2𝑖𝑆𝑖, 𝑓𝑖) + 𝑒2𝑖𝑆𝑖] ≤ 0

𝑉6

V̇6

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) ≤ −∑𝐾𝑖𝑒2𝑖−1
2

4

𝑖=1

              −∑𝐾𝑖
2

4

𝑖=1

𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖   

             +∑𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖

4

𝑖=1
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             −∑𝑒2𝑖(̅𝑖 + 𝑑𝑖)

4

𝑖=1

+∑𝐾𝑖𝑒2𝑖
2

4

𝑖=1

 −∑𝐾𝑖𝑖

4

𝑖=1

𝑒2𝑖
2    

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) ≤ −∑(𝐾𝑖−𝐾𝑖𝑖)𝑒2𝑖
2

4

𝑖=1

        +∑
|1 − 𝑘𝑖

2|

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌𝑖
+ 𝜌𝑖𝑒2𝑖−1

2 )

4

𝑖=1

 

       +∑
1

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌4+𝑖
+ 𝜌4+𝑖|𝑖|𝑀

2 )

4

𝑖=1

     

    +∑
1

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌8+𝑖
+ 𝜌8+𝑖|𝑑𝑖|𝑀

2 )           

4

𝑖=1

      −∑𝐾𝑖𝑒2𝑖−1 
2

4

𝑖=1

                                         

 

𝜌𝑖(𝑖 = 1,… ,4)

(1 − 𝑘𝑖
2)𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖 ≤

|1 − 𝑘𝑖
2|

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌𝑖
+

               𝜌𝑖𝑒2𝑖−1
2 )

−𝑒2𝑖𝑖 ≤
1

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌4+𝑖
+ 𝜌4+𝑖|𝑖|𝑀

2 )

−𝑒2𝑖𝑑𝑖 ≤
1

2
(
𝜌2𝑖
2

𝜌8+𝑖
+ 𝜌8+𝑖|𝑑𝑖|𝑀

2 )

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) ≤ −∑(𝐾𝑖 −

4

𝑖=1

        𝜌𝑖
|1 − 𝑘𝑖

2|

2
)𝑒2𝑖−1
2 −∑(𝐾2𝑖−𝐾𝑖 −

4

𝑖=1

|1 − 𝑘𝑖
2|

2𝜌𝑖
−

1

𝜌4+𝑖
−

1

𝜌8+𝑖
)𝑒2𝑖
2 + μ

μ=∑ (
1

2
𝜌4+𝑖|𝑖|𝑀

2 + 𝜌8+𝑖|𝑑𝑖|𝑀
2 )4

𝑖=1

|∎|𝑀 = 𝑀𝑎𝑥(|∎|)

𝛿𝑖 ,𝑖

 𝑖 = 𝑘𝑖 + 𝜌𝑖
|1 − 𝑘𝑖

2|

2
         𝑖 = 1,… ,4 

𝛿𝑖 =∑(𝐾2𝑖−𝐾𝑖 −
|1 − 𝑘𝑖

2|

2𝜌𝑖
−

4

𝑖=1

                  
1

2𝜌4+𝑖
−

1

2𝜌8+𝑖

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) ≤ −∑ 𝑖

4

𝑖=1

𝑒2𝑖−1
2

−∑𝛿𝑖

4

𝑖=1

𝑒2𝑖
2 + μ

 = min{𝛿𝑖 ,𝑖    ,   𝑖 = 1,… ,4}

𝑉̇6(𝑒1, 𝑒2, . . , 𝑒6) ≤ −∑𝑒𝑖
2 +  μ

8

𝑖=1

𝑉̇6(𝑒1, . . . , 𝑒6) ≤ −2𝑉6(𝑒1, … , 𝑒6) +  μ

𝑉6(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒6) ≤ 𝑉6(0)𝑒
−2𝑡 +

μ

2
𝑡 → ∞𝑉6

μ

2
μ

2

𝑉̇6 ≤ 0𝑉6

BC

EBC BC

EBC

BC

d=d=d=0 
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 [24] چهارملخه ة. پارامترهای ربات پرند1جدول 

kg 

 kg 

m 

 m

N.s2 

N.s2 

y,x kg/m2 

zkg/m2 

zkg/m2 

𝑍𝑑(𝑡):

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
−5                 0 ≤ 𝑡 ≤ 5                

                 
−0.4𝑡 − 3      5 ≤ 𝑡 ≤ 10                

              
−7                  10 ≤ 𝑡 ≤ 15               

             
0.4𝑡 − 13      15 ≤ 𝑡 ≤ 20              

            
−5                   20 ≤ 𝑡 ≤ 25             

             
−0.4𝑡 + 5     25 ≤ 𝑡 ≤ 30              

          
−7                   30 ≤ 𝑡 ≤ 35              

         
−0.4𝑡 − 21   35 ≤ 𝑡 ≤ 40              

          
−5                    40 ≤ 𝑡 ≤ 45             

BC

𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([6.761,3.189,3.602,2.673]) 

𝐾1 = 6.173      , 𝐾2 = 4.222

 𝐾3 = 2.934      , 𝐾4 = 3.952

 

 𝐽0. تغييرات تابع هدف  2شکل

 دنبال کردن مسير ة. نحو3شکل
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Best Fitness Value: 1.61271e-13 
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 دنبال کردن مسير ة. نحو5شکل  های کنترلر . ورودی 4شکل 

EBC

EBC

i=0.1  (i=1,…,4)

‖i‖M=1
i
=1

h̅

h̅

1h

‖1‖M

EBC

K=20 I4×4ki=5  (i=1,…,4)

‖1‖M

1=2=3=4=0.1
1
=

2
=

3
=

4
=1

‖2‖M = ‖3‖M = ‖4‖M = 1

error=Zd-Z

‖1‖M = 0.1

‖1‖MEBC

EBC
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qc
d=[Z,,,]T=[-25,15o,5o,10o]T 

K𝐸=5 I4×4
 ki=5  (i=1,…,4)

 

XY

i=0.1  (i=1,…,4) ‖i‖M=3


i
=5

EBC

 های غيرخطي . مقادير واقعي و تخمين زده شده عبارت7شکل  های کنترل . ورودی6شکل 
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 دنبال کردن مسير ةبر نحو 1‖M‖ ثير پارامترأ. ت8شکل 

 منقطع، خط نقطه و ؛ خطوطخط توپر معرف مسير مطلوب

باشند مي 1‖M‖برای  20و  10،  1/0ترتيب متناظر با مقادير  نقطه چين به

 دنبال کردن مسير ة. نحو9شکل 
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