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  دو سرگيردار ساخته شده از مواد مركب ايتحليل ارتعاشات غيرخطي پوسته استوانه

  3زاده، محمدعلي كوچك2االله دهقاني فيروزآبادي ، روح1ايوب انتظاري

  دانشكده مهندسي هوافضا، دانشگاه صنعتي شريف

  16/05/1389: تاريخ دريافت مقاله

  18/08/1390: تاريخ ارزيابي نهايي

  

  چكيده

اي سـاخته   ز انجام اين تحقيق، استخراج و حل معادلات غيرخطي حاكم بر ارتعاشات پوسته اسـتوانه              هدف ا 

و ) Hamilton's principle(چيني متعامد، بـا اسـتفاده از اصـل هميلتـون     اي با لايهشده از مواد مركب لايه

ط مـرزي دو سـر    بوده و شراي)Von karman(كارمن ها از نوع غيرخطي ونكرنش. روش گالركين است

صورت مجموع چند مود در نظر گرفته شده اسـت كـه بـا              بسط مودال پاسخ، به   . گيردار، فرض شده است   

كـارمن، و بـا اسـتفاده از        هاي ون گذاري مستقيم اين بسط در معادله غيرخطي حاكم بر مبناي كرنش          جاي

. شـود ها اسـتخراج مـي    ودي هريك از م   يافتهروش گالركين، معادلات غيرخطي حاكم بر مختصات تعميم       

بـا اسـتفاده از روش    .شودمرتبه چهار حل مي كوتا-دست آمده با استفاده از روش رانگمعادلات حاكم به

هايي چون نوع   حل ارائه شده، پاسخ ارتعاشي پوسته تحت بار ديناميكي مشخص، تحليل شده و اثر پارامتري              

هـاي بـه دسـت      فركانس. گيردته مورد مطالعه قرار مي    ها و هندسه بر ارتعاشات پوس     چيني، تعداد موج  لايه

افـزار اجـزاي محـدود و نتـايج ديگـر           آمده از روش حل ارائه شده در اين تحقيق، با نتايج حاصل از نرم             

  .محققين مقايسه و مطابقت داده شده است

  : دواژهيكل

  .ركين گال، معادلات غيرخطي، روش مودال، پوسته ساخته شده از مواد مركب،ارتعاشات

  

  

  

  مقدمه

اي دايروي در طراحي مهندسي كاربرد گسترده هاي استوانهپوسته

در . هاي هوافضايي، آشكار استويژه در سازهها بهكاربرد آن. دارد

ها و غيره از ها، راكتهاي اصلي هواپيماها، موشكساخت بخش

هاي كارگيري سازهدلايل به. شودها كمك گرفته مياين نوع سازه

شان ها در هندسهاي عموماً مربوط به مزيت اصلي آنته استوانهپوس

اي دايروي داراي هاي استوانهبه ازاي حجم مشخص، پوسته. است

هاي مطلوبي مانند ها ويژگياين سازه. حداقل مساحت سطح است

. و انتقال حرارت پايين را دارا است) حداقل پسا(سطح خيس كم 

رگيري مواد با نسبت استحكام به وزن كابراي داشتن حداقل وزن، به

. مواد مركب قادر به تأمين چنين ويژگي هستند. بالا ضروري است

توان به سفتي ويژه بالا و هاي مواد مركب مياز ديگر ويژگي

  .خواص ضد خوردگي آن اشاره كرد

  در بسياري از كاربردهاي عملي، استفاده از تئـوري خطـي كلاسـيك             

  

  

  

)CLT (   ويـژه بـا دامنـه تغييـر شـكل         رفتار دينـاميكي، بـه    براي تحليل 

هنگامي كـه تغييـر شـكل پوسـته در          . بزرگ، داراي دقت كافي نيست    

اي از ضخامت باشد، اثرات غيرخطي آشكار شده، راستاي شعاع مرتبه

ايـن اثـرات شـامل وابـستگي        . شـود هـاي پيچيـده مـي     و منجر به پاسخ   

بايـد ايـن رفتـار دينـاميكي        بنـابراين   . هاي متغير با دامنه اسـت     فركانس

  .ها، تحليل شودتوسط تئوري غيرخطي پوسته

اي هــاي اســتوانهمطالعــات انجــام شــده در زمينــه ارتعاشــات پوســته  

تــر مطالعــات انجــام شــده، در بــيش. دايــروي بــسيار گــسترده اســت

گـاه سـاده فـرض شـده، و مطالعـات      ها با شـرايط مـرزي تكيـه        پوسته

و اثـر   ف به خـصوص دوسـرگيردار       زيادي روي شرايط مرزي مختل    

. اي صورت نگرفته اسـت    هاي استوانه آن روي پاسخ غيرخطي پوسته    

ترين مطالعاتي كه در اين زمينـه انجـام شـده اشـاره             در ادامه به اصلي   

  .شده است

هـاي  ارتعاشات دامنه بزرگ در پوسـته      ]1[ماتسوزوكي و كوباياشي    

طور تئوري و تجربي    ا به گاه دوسر درگير ر   اي دايروي با تكيه   استوانه

هــاي هــا روي تئــوري پوســتهتحليــل آن. مــورد مطالعــه قــرار دادنــد

استوار بود و از يك بسط مود ساده بـا          ) Donnell(غيرخطي دونل   
 هاي هواييكارشناس ارشد سازه.1
 استاديار . 2
 mak@sharif.edu، )نويسنده مخاطب (،دانشيار. 3
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 ارتعاشات آزاد غيرخطـي و      ]2[چيا  . دو درجه آزادي استفاده كردند     

اي متقـارن و نامتقـارن بـا        اي دايـروي لايـه    كمانش صفحات اسـتوانه   

بـا اسـتفاده از      ]3[يـو و چيـا      . رايط مرزي مختلف را بررسـي كـرد       ش

ــا   ــعاع انحن ــته داراي ش ــوري پوس ــل،   يتئ ــي دون ــزرگ و غيرخط  ب

چينـي  اي بـا لايـه    اي لايه هاي استوانه ارتعاشات آزاد و كمانش پوسته    

متعامد غيرمتقارن با شرايط مرزي گيردار و سـاده را مـورد مطالعـه و         

جـايي تنهـا در جهـت       ن تحقيق ميـدان جابـه     در اي . بررسي قرار دادند  

دستگاه . عرضي با بسطي تشكيل شده از چند مود استفاده شده است          

دسـت آمـده و     معادلات غيرخطي حاكم تنها براي ارتعاشات آزاد به       

حــل شــده ) Harmonic balance(روش تعــادل هارمونيــك بــه

ــت ــته  .اس ــزرگ پوس ــه ب ــات دامن ــتوانه  ارتعاش ــاي اس ــروي ه اي داي

هـاي مختلـف آن از آب       ردرگير عمودي كه تا قسمتي از سطح      دوس

.  مـورد مطالعـه قـرار گرفـت       ]4[طور تجربـي توسـط چيبـا        پرشده، به 

ــاران    ــه و همك ــاي آب ــي   ]5[آق ــاش آزاد غيرخط ــصوصيات ارتع  خ

هاي داراي شـعاع انحنـاء بـزرگ        مودهاي اول و دوم ارتعاشي پوسته     

 ارتعاشـات بـا     ]6[آمابيلي  . دهاي گيردار را بررسي كردن    اي با لبه  لايه

اي دايـروي بـا    هـاي اسـتوانه   پوسـته ) غيرخطي هندسـي  (دامنه بزرگ   

شرايط مرزي مختلف كه تحت تحريـك هارمونيـك شـعاعي قـرار             

. دارد در دو حالــت خــالي و پــر از ســيال را مــورد مطالعــه قــرار داد 

ــاران   ــاراگيوزيس و همك ــته  ]7[ك ــي پوس ــات غيرخط ــاي  ارتعاش ه

ايروي خالي و پر از سيال، با شرايط دوسـرگيردار تحـت          اي د  استوانه

 بـه   ]8[پليكـانو   . نيروي تحريك هارمونيك شعاعي را بررسي كردند      

اي دايـروي   هـاي اسـتوانه   بررسي ارتعاشات خطي و غيرخطي پوسـته      

كـويتر  -او از تئـوري سـندرز     . تحت شرايط مرزي مختلف پرداخـت     

هـاي  رت تركيب سـري   جايي را به صو   هاي جابه بهره گرفت و ميدان   

شـاو  .  بسط داد چبيشف هايايدوتايي توابع هارمونيك و چند جمله     

اي بـا شـرايط مـرزي       اي لايـه  هـاي اسـتوانه    ارتعاشات پوسـته   ]9[و ما   

بـا  . دلخواه را با استفاده از بسط سري فوريه مورد تحليل قـرار دادنـد             

هـاي  چه گفته شد، شناخت رفتار دقيق دينـاميكي پوسـته         توجه به آن  

هاي مختلف را   ها و تئوري  اي دو سرگيردار، استفاده از روش     استوانه

  . سازدضروري مي

اي دايـروي دوسـر     در اين تحقيق، ارتعاشات غيرخطي پوسته استوانه      

چيني متعامد، مورد تحليل    لايهبا  اي  درگير از جنس مواد مركب لايه     

و  نـاظر در تيـر  با اسـتفاده از توابـع قابـل اسـتفاده مت    . قرار گرفته است  

هاي طبيعي و شكل مودهاي ارتعـاش آزاد        روش گالركين، فركانس  

صـورت مجمـوع    بسط مودال پاسـخ بـه     . آيددست مي خطي پوسته به  

گذاري در رابطه اصـل     چند مود در نظر گرفته شده است كه با جاي         

ــه  ــون ب ــه    هميلت ــتگاه معادل ــالركين، دس ــتفاده از روش گ ــراه اس هم

دسـت  طـور مـستقيم بـه      غيرخطي سامانه بـه    كننده ارتعاشات  توصيف

توان كوتا مرتبه چهار، مي   -روش رانگ با حل اين دستگاه به    . آيد مي

  .رفتار ديناميكي سامانه تحت بارگذاري مشخص را بررسي كرد

  

  معادلات حاكم

 و L، طول Rاي با شعاع متوسط  يك پوسته استوانه1شكل 

هاي پوسته  لايه چيدمان2در شكل . دهد را نشان ميhضخامت 

 wو u  ،v. ساخته شده از ماده مركب، نمايش داده شده است

و ) θ(، محيطي )x(هاي محوري هاي تغيير مكان در جهت مولفه

 .است) z(شعاعي 

  

  اي و مختصات مرجع هندسه پوسته استوانه.1شكل

  
  مركب  اي ساخته شده از موادهاي پوسته استوانه چيدمان لايه.2شكل

 

اي هاي صفحه جاييكارمن، جابه ه فرضيات غيرخطي هندسي ون    بر پاي 

u   و v      جـايي فقـط آن    جابـه - بسيار كوچك بوده و در روابط كـرنش

ــارت ــه  دســته از عب ــه( wهــايي كــه ب ) جــايي در جهــت عرضــيجاب

هـاي غيرخطـي صـرف نظـر        ماند و از ديگر عبارت    اند، باقي مي   وابسته

پوسـته تغييـر شـكل نيافتـه،        ها نسبت به صفحه مرجع      چرخش. شودمي

ها حول بردارهاي عمود بـر صـفحه مرجـع قابـل     ناچيز بوده و چرخش 

  -بنـا بـر فرضـيات اخيـر روابـط كـرنش         . ]11 و   10[پوشي اسـت    چشم

اي براي پوسـته اسـتوانه    ) مياني(كارمن در صفحه مرجع     جايي ون  جابه

  ]: 12[صورت زير است دايروي به
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هاي تنش در هاي كرنش سطح مرجع با منتجهروابط بين مولفه

چيني متعامد، بر لايهبا اي هاي ساخته شده از مواد مركب لايهپوسته

  :]13[شود صورت زير تعريف ميها بهپايه تئوري كلاسيك لايه
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xN ،Nθ ،xNآن، كه در  θ،xM ،Mθ و xM θ تنشي،  هايمنتجه

 خمشي، -ترتيب سفتي محوري، محوري ، بهDij و Aij ،Bij و

  :آيددست ميير بهسفتي خمشي، بوده و از روابط ز
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 سفتي كاهش يافته ماتريسQij⎯ ضخامت هر لايه و hكه در آن 

هاي هاي منتجهمعادلات غيرخطي حركت دونل، در عبارت. است

صورت زير اي بههاي اينرسي صفحهتنشي با در نظر گرفتن عبارت

 :]12[قابل ارائه است 
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 نيروي اعمال شده در جهت شعاعي zq  چگالي، وρ كه در آن

  .است

  ارتعاشات آزاد خطي

و حذف ) 6(تا ) 4(در معادلات ) 2(و ) 1(گذاري معادلات با جاي

 و نوشتن رابطه به فرم qzهاي غيرخطي و نيروي عرضي عبارت

  :ماتريسي داريم
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⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎩ ⎭

��

��

��

)7(                                    

Lijها در پيوست ها عملگرهاي ديفرانسيلي هستند كه رابطه آن

0xدر (شرايط مرزي .  آمده است)الف( x و= L= ( در حالتي

  :صورت زير استاي دايروي دوسردرگير باشد بهكه پوسته استوانه

)8                               (              ,0, 0, 0, 0= = = =xu v w w  

جايي با فرض در ابتدا براي حل ارتعاشات آزاد خطي، ميدان جابه

 شودصورت زير در نظر گرفته ميارضاء شدن كليه شرايط مرزي به

]14[:  

)9                                                     (
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

i t

i t

i t

u x t u x e

v x t v x e

w x t w x e

ω

ω

ω

θ θ

θ θ

θ θ

=

=

=

  

)كه در آن  ),u x θ ،( ),v x θ و ( ),w x θترتيب شكل مودها در  به

صورت زير تواند بهجهت محوري، محيطي و عرضي بوده و مي

  :]14[فرض شود 

)10                                                      (
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11

21

31

, ,

, ,

, ,

u x U f x

v x V f x

w x W f x

θ θ

θ θ

θ θ

=

=

=

  

ــامعلومي  W و U ،V، )10(در رابطــه  ــژه و ضــرايب ن  بردارهــاي وي

ــر    ــود نظي ــا شــكل م ــرتبط ب ــه م ــي اســت كــه دامن ــأمين م ــدرا ت   .كن

 ( ),ijf x θ              ،ها توابعي است كه افزون بر ارائه شكل مـود قابـل قبـول

صـورت زيـر    كنـد و بـه    شرايط مرزي هندسي مسئله را نيز ارضاء مي       

  .]15[ شودفرض مي

)11(                                              
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11

21

31

, cos

, sin

, cos

m

m

m

f x x n

f x x n

f x x n

θ θ

θ θ

θ θ

=Φ

= Ψ

= Ψ

   

هاي طولي و تعداد موج به ترتيب تعداد نيمn و mكه در آن 

 :و) r=1,2,3,…,N(هاي محيطي تشكيل شده در هر مود موج

)12                  (  
( )

( )

sin sinh
2 2

cos cosh
2 2

m

m

L L
x x k x

R R

L L
x x k x

R R

µ µ

µ µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜Φ =− − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜Ψ = − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  :هاي فرد وmبراي 

)13           (          
( )

( )

cos cosh
2 2

sin sinh
2 2

m

m

L L
x x k x

R R

L L
x x k x

R R

µ µ

µ µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜Φ = − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜Ψ =− − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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 :هاي زوج وm براي  

)14                                                         (( )
( )

sin / 2

sinh / 2

L R
k

L R

µ

µ
=   

  :آيددست ميها از حل دو معادله زير بهμكه در آن، 

)15(                                  ( ) ( )tan / 2 tanh / 2 0L R L Rµ µ± = 

)استفاده از روش گالركين، چنانچه با  ),u x θ ،( ),v x θ و ( ),w x θ 

گيري روي ضرب شود، با انتگرال) 7(به ترتيب در معادلات 

  :دهدمرزهاي استوانه، معادلات زير را در فرم ماتريسي نتيجه مي

)16   (            
2

11 12 13
2

21 22 23
2

31 32 33

0

h k k k U

k h k k V

k k h k W

ρ ω

ρ ω

ρ ω

⎡ ⎤ ⎧ ⎫+ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥+ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

 

 :شود از رابطه زير تعيين ميkrsكه در آن 

) 17                      (                       
{ }

2

1 1

0 0
2

2
1

0 0

l

rs s r

rs l

r

L f f dx d

k

f dx d

π

π

θ

θ

=

∫ ∫

∫ ∫

  

براي داشتن جواب، دترمينان ماتريس بايد صفر ) 16(در معادله 

، سه فركانس n و mبا حل اين معادله، براي هر تركيبي از . شود

ها مربوط به مودي ترين آنهد آمد كه پاييندست خواطبيعي به

تعدادي از . جايي غالب استاست كه در آن مولفه عرضي جابه

 3جايي شعاعي غالب است در شكل شكل مودها در حالتي كه جابه

دست  سامانه بهωبنابراين فركانس طبيعي  .نشان داده شده است

، )16(معادله گذاري آن در با تعيين فركانس طبيعي و جاي. آيدمي

  . را تعيين كردW و U، Vتوان بردارهاي ويژه مي
 

     
m=1, n=0  

 
m=1, n=1 m=1, n=2 m=1, n=3 m=1, n=4 

     
m=2, n=0 m=2, n=1 m=2, n=2 m=2, n=3 m=2, n=4 

  n و mهاي مشخص  شكل مودها به ازاي تعداد موج.3شكل

) θ(، محيطي )x( جهت محوري جايي در به اين ترتيب، ميدان جابه

  : به شرح زير قابل توصيف است) z(و شعاعي 

 
)18                                 (          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

, , ,

, , ,

, , ,

N

r r
r

N

r r
r

N

r r
r

u x t t u x

v x t t v x

w x t t w x

θ ξ θ

θ ξ θ

θ ξ θ

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑

  

  

  ها مختصات تعميم يافته مـودال، تنهـا مجهـولات           ξr(t) كه در آن،    

 r(r=1, 2, 3,…,N)زيرنـويس  . مسئله و توابع غيرخطي زماني اسـت 

 .دهنده شماره مود ارتعاشي استنشان

  معادلات غيرخطي حاكم بر ارتعاشات

، و كار انجام شده توسط )sT(، انرژي جنبشي )sU(انرژي كرنش 

) 20(، )19(روي پوسته به ترتيب از روابط ) sW(نيروهاي خارجي 

  :]11[شود حاسبه ميم) 21(و 

)19          (           
]

2

,0 ,0 ,0

0 0

1

2

L

s x x x x

x x x x

U N N N

M M M Rd dx

π

θ θ θ θ

θ θ θ θ

ε ε γ

κ κ κ θ

⎡= + +⎢⎣

+ + +

∫ ∫  

)20                  (             ( )
2

2 2 2

0 0

1

2

L

s sT h u v w dx R d
π

ρ θ= + +∫ ∫ � � �  

)21                      (          ( )
2

0 0

L

s x zW q u q v q w dx R d
π

θ
θ= + +∫ ∫  

و  xq ،qθ.دهدنقطه بالاي علائم، مشتق نسبت به زمان را نشان مي

zqترتيب نيروهاي توزيع شده در واحد سطح در جهت محوري،  به

  :]16[طبق اصل هميلتون داريم . محيطي و شعاعي است

)22                                             (( )
1

0

0
t

s s s

t

U T W dtδ δ δ− − =∫  

) sTδ(و انرژي جنبشي ) sUδ(الاستيك تغييرات انرژي كرنش 

پوسته و تغييرات كار انجام شده توسط نيروهاي خارجي روي 

  :آيددست مياز روابط زير به) sWδ(پوسته 

)23      (     (

)

1 1

0 0

2

,0 ,0 ,0

0 0

t t L

s x x x x

t t

x x x x

U dt N N N

M M M Rd dx dt

π

θ θ θ θ

θ θ θ θ

δ δε δε δγ

δκ δκ δκ θ

= + +

+ + +

∫ ∫ ∫ ∫  

)24    ( ( )
1 1

0

2

0 0o

t t L

s s

t t

T dt h u u v v w w R dx d dt
π

δ ρ δ δ δ θ=− + +∫ ∫ ∫ ∫ �� �� ��  

 )25      (   ( )
1 1

0 0

2

0 0

t t L

s x z

t t

W dt R q u q v q w dx d dt
π

θ
δ δ δ δ θ= + +∫ ∫ ∫ ∫  

معادله غيرخطي ، )22(در رابطه ) 25(تا ) 23(روابط وارد كردن با 

  :شودكارمن استخراج ميهاي ونحاكم بر پوسته بر پايه كرنش

)26   (    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

2 2

2

0 0

2

2

1

t L

x x

t

x

u w ww
N R R M R

x x x x

v w ww
N w M

R R

u v w ww w
N R

x x x

π

θ θ

θ

δ δ δ

δ δ δ
δ

θ θ θ θ

δ δ δ δ

θ θ θ

⎡⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ∂ ∂ ∂ ⎟⎢⎪ ∂ ⎟ ⎜⎜⎪ ⎟⎟ ⎜⎜ + + − ⎟⎢ ⎟⎨ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜⎪ ⎟⎢ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎪⎩⎣
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟∂ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜+ + + + − ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜+ + + +⎜⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2
2

0

x s

x z

w u v w
M hR u v w

x t t t

R q u q v q w d dx dt

θ

θ

δ
ρ δ δ δ

θ

δ δ δ θ

⎟⎟⎟⎟

⎫⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞∂ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜⎪⎟⎜ ⎟⎜+ − + + +⎟⎬ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎪⎟ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟⎜ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎪⎭
⎤− + + =⎥⎦

  

همراه ، به)26(در رابطه ) 18(گذاري بسط مودال پاسخ  كه با جاي

استفاده از روش گالركين، معادلات غيرخطي حاكم بر مختصات 

  :آيددست ميها، به فرم زير بهتعميم يافته هر يك از مود
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)27                         (      

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) }

1

0

, ,
1 1

,
1 1 1

,
1 1

0

t N N

r k k r k k
k kt

N N N

r ijk i j k
i j k

N N

r jk j k r
j k

d t c t

a t t t

b t t F dt

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

= =

= = =

= =

⎧⎪⎪ +⎨
⎪⎪⎩

+

+ − =

∑ ∑∫

∑∑∑

∑∑

��

  

,r ijka ،,r jkb ،,r kc و ,r kd   ــا ــه بــ ــستند كــ ــابتي هــ ــرايب ثــ  ضــ

آورده شـده   ) ب(آيند و نتايج در پيوسـت       دست مي گيري به انتگرال

 كار تعمـيم يافتـه نيـروي        Fr شماره معادله و مود ارتعاشي و        r. است

در ايـن تحقيـق، فـرض بـر وارد شـدن تـك نيـروي                . خارجي اسـت  

ــروي وارد   ــابراين ني ــت، بن ــك اس ــعاعي هارموني ــت ش ــده در جه  ش

  . محوري و محيطي صفر در نظر گرفته شده است

( )
2

0 0

,
L

r z rF q w x dx Rd
π

θ θ= ∫ ∫                              )28(  

اعمال شده به پوسته ) qz( تك نيروي توزيع شده عرضي خارجي 

  :شود حاصل مي�fدر اثر اعمال نيروي متمركز شعاعي 

( ) ( ) ( )0 0 coszq f x x R R tδ δ θ θ ω= − −

� )29(                               

 0θ و 0x دامنــه نيــروي شــعاعي و �fتــابع دلتــاي ديــراك، δكــه 

اي نقطه اعمـال نيـرو و       دهنده موقعيت محوري و زاويه    ترتيب نشان به

ω   در حـل عـددي، محـل اعمـال نيـرو در            .  فركانس تحريك است

ــه  0نقط / 2x L= 0 و 0θ ــت  = ــده اس ــه ش ــر گرفت ــابراين .  درنظ بن

rFصورت زير خواهد شدبه:  

)30                                            (( ) ( )cos / 2,0r rF f t w Lω=

�  

كننده ارتعاشات غيرخطي ، دستگاه معادلات توصيف)27(رابطه 

اي دايروي دوسر درگير ساخته شده از مواد مركب پوسته استوانه

 .دهدچيني متعامد را تشكيل ميلايهبا اي لايه

  

  نتايج و بحث

هندسه پوسته مبنا كه محاسبات بر پايه آن انجام شده است در 

 . داده شده است1جدول 

  mm مشخصات هندسي پوسته مبنا بر حسب -1جدول 

 R( 10(شعاع 

 h( 0.125(ضخامت هر لايه 

 L( 50(طول 

  

پوسته با دو نوع جنس ماده مركب تقويت شده با الياف از نوع 

گرد همگن آلومينيوم مورد تحليل اپوكسي و فلز همسان/گرافيت

 .شده است داده 2ها در جدول قرار گرفته كه خواص مكانيكي آن

  هاي مواد تك لايه ويژگي.2جدول 

 آلومينيوم اپوكسي/گرافيت ويژگي

ρ (kg/m3 (چگالي
 1.6 2.7 

 E1 (GPa 138 72.4 (الاستيسيته مدول

 E2 (GPa 9 72.4 (الاستيسيته مدول

 G12 (GPa 6 27.85 (برشي مدول

 ν( 0.3 0.3 (پواسون ضريب

 
اپوكـسي  /اي گرافيـت   لايـه  در اين مقاله چهار نوع چيدمان در پوسته       

 و ]0/90/0/0[ شـامل چيني متعامد لايهها با فرض شده كه دو تاي آن   

 و ]0/0/0/0[ و دوتــــــاي ديگــــــر بــــــا چيــــــدمان ]90/0/90/0[

هـا غيـر از     هـا بـراي كليـه شـكل       چيدمان لايه .  است ]90/90/90/90[

براي اطمينـان از    .  است ]0/90/0/0[مواردي كه در شكل ذكر شده،       

هـاي طبيعـي    دست آمده در تحليل حاضـر، فركـانس       ايج به درستي نت 

 15دست آمده از روش تحليلي با نتايج روش اجزاي محدود براي            به

اي دوسرگيردار از جنس آلومينيوم و مود اول ارتعاشي پوسته استوانه

ــدول     ــا در ج ــته مبن ــي پوس ــصات هندس ــا مشخ ــخامت 3ب  0.5 و ض

افـزار   محـدود توسـط نـرم      يتحليل اجزا . متر، مقايسه شده است    ميلي

Ansys ) 125×480   ،در جهت   125 در جهت محيطي و      480المان 

. انجـام گرفتـه اسـت     ) SHELL93طولي و نوع المان مورد استفاده       

 . دهدنتايج مقايسه تطابق خوبي را نشان مي

همچنين با استفاده از روش حل ارائه شده در اين تحقيق، فركانس 

 اي با مشخصات پوسته استوانهبراي) m=1,n=6(طبيعي اصلي 

l=520mm ،R=149.4mm ،h=.519mm ،

E=1.98×1011Pa ،=7800kg/m3
ρ ،=0.3ν  7[در مرجع[ ،

 4محاسبه شده و با نتايج موجود در اين مرجع مقايسه و در جدول 

  .نشان داده شده است
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هاي طبيعي روش ارائه شده نسبت به روش  مقايسه فركانس.3جدول  

  اي پوسته آلومينيومياجزاي محدود بر

 )Hz(فركانس طبيعي   مود

 ( %)اختلاف كار حاضر اجزا محدود  m n شماره مود

1 1 5 

 
399.85 411.8 2.9 

2 1 4 

 
434.43 446.98 2.8 

3 1 6 

 
475.84 488.15 2.52 

4 1 7 

 
614.92 627.40 1.98 

5 1 3 

 
632.55 652.75 3.09 

6 2 6 

 
668.19 690.86 3.28 

7 2 7 

 
719.21 740.70 2.90 

8 2 5 

 
741.15 759.74 2.44 

9 1 8 

 
792.86 806.17 1.65 

10 2 8 

 
853.15 870.36 1.97 

11 3 7 

 
943.35 965.34 2.27 

12 2 4 

 
978.07 1008.30 2.99 

13 3 8 

 
992.70 1015.16 2.21 

14 1 9 

 
1000.90 1018.06 1.68 

15 3 6 

 
1016.40 1042.60 2.51 

 
 ].7[طبيعي پوسته با نتايج موجود در مرجع  مقايسه فركانس.4جدول 

Frequency  
(Hz) Model 

315.1 Rayleigh–Ritz code DIVA 

340.3 
Model1(Donnell’s nonlinear 

shallow-shell theory) 

326.7 Model2 (variational approach) 

325.2 Present Work 
  

  

هاي هاي محيطي، فركانسد موج، با افزايش تعدا4با توجه به شكل 

فركانس طبيعي اول . يابدطبيعي ابتدا كاهش و سپس افزايش مي

 اتفاق m = 1   وn = 6اپوكسي در /براي پوسته مبنا گرافيت

 .افتدمي

n

N
at

ur
al

F
re

qu
en

cy
(H

z)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

500

1000

1500

2000

2500

3000

m=1

m=2

  
  ) n(هاي محيطي  تغييرات فركانس طبيعي نسبت به تعداد موج.4شكل

 طبيعي، بـراي    هاي تأثير هندسه پوسته روي فركانس     6 و   5در اشكال   

 با افزايش طول    .ها، نمايش داده شده است    چهار نوع چيدمان در لايه    

 اثر ضخامت بـر     6در شكل   . يابداستوانه، فركانس طبيعي كاهش مي    

با افزايش ضـخامت، فركـانس      . فركانس طبيعي نشان داده شده است     

ها بر فركـانس   اثر چيدمان لايه7شكل . يابدطبيعي پوسته افزايش مي 

طـور واضـح قابـل مـشاهده      دو روند مهـم بـه      .دهدي را نشان مي   طبيع

 90هـاي   لايـه (كه نسبت تعـداد لايـه بـا اليـاف جـانبي             اول اين . است

اثـر  ) هاي صفر درجه  لايه(هاي طولي   ها با الياف  به تعداد لايه  ) درجه

تـر  كه تعـداد بـيش    دوم اين . هاي طبيعي دارد  تري روي فركانس  بيش

فركانس طبيعـي بـالاتري     )  درجه 90هاي  لايه(انبي  ها با الياف ج   لايه

  .را در پي خواهد داشت

 مـود اول    6همچنين در ايـن تحقيـق، پاسـخ ارتعاشـي پوسـته مبنـا بـراي                 

 آورده  5مشخصات شش مود اول پوسته در جـدول         . بررسي شده است  

هـاي طبيعـي، دامنـه      ، فركانس Mapleافزار  با استفاده از نرم   . شده است 

r, ضـرايب    شكل مودها و   ijka  ،,r jkb  ،,r kc  و ,r kd  انـد  تعيـين شـده .

افــزار نويــسي نــرمشــده در محــيط برنامــهايــن ضــرايب در كــد نوشــته 

Matlab             بـه روش    )27(، فراخوانده شده و بـا تـشكيل دسـتگاه معادلـه ،

 .تبه چهارم حل شده استكوتا مر-رانگ
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  چيني  بر فركانس طبيعي براي انواع مختلف لايهL/R اثر .5شكل
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  چيني بر فركانس طبيعي براي انواع مختلف لايهh/R اثر .6شكل

  

  

n
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  هاي طبيعي پوسته مبنا اثر نوع لايه چيني بر فركانس.7شكل

  

   مشخصات شش مود اول پوسته مبنا.5جدول 

 شكل مود
طبيعي فركانس 

)Hz( 

n m شماره 

 مود

 

331.273 

 

331.273 

6 

  

6 

1 

  

1 

1  

  

2 

 

350.303 

 

350.303 

5 

  

5 

1 

  

1 

3  

  

4 

 

364.882 

 

364.882 

7 

  

7 

1 

  

1 

5  

  

6 

هاي غيرخطي، به يـك دسـتگاه       پوشي از عبارت  با چشم ) 27(معادله  

با حل اين دستگاه خطي و مقايـسه نتـايج       . شودمعادله خطي ساده مي   

تــوان تــأثير ، مــي)27(ن بــا حــل دســتگاه معادلــه غيرخطــي اصــلي آ

اي هــاي غيرخطــي در پاســخ ارتعاشــي يــك پوســته اســتوانه عبــارت

اي مبنـا، بـا     طور مثال اگـر پوسـته اسـتوانه       به. دايروي را مشاهده كرد   

 تحريك شـود،    ω=ω1=331. 273 فركانس طبيعي اول سامانه يعني    

نظر شده و   هاي غيرخطي صرف  بديهي است در حالتي كه از عبارت      

دستگاه معادله خطي است، دامنه ارتعاشي سـامانه بـا گذشـت زمـان              

در حـالي كـه از حـل        . شـود افزايش يافته و دچـار بـسامدافزايي مـي        

دستگاه معادله غيرخطي اصلي، در سـامانه بـسامدافزايي رخ نـداده و             

علــت وجــود آيــد و ايــن بــهدســت مــيدامنــه ارتعاشــات محــدود بــه

هاي غيرخطي است كه باعث محدود شدن دامنـه ارتعاشـات            تعبار

ــي ــودم ــه    . ش ــدن دامن ــدود ش ــث مح ــي باع ــرات غيرخط ــابراين اث بن

 .شودارتعاشات حتي در شرايط تحريك با فركانس طبيعي مي

 پاسخ ارتعاشـي شـعاعي در حـالتي كـه سـامانه بـا فركـانس                 8شكل  

ان طبيعي اول تحريك شـود در دو حالـت خطـي و غيرخطـي را نـش                

، رفتـار ارتعاشـي در دو حالـت خطـي و            8با توجه به شـكل      . دهد مي

غيرخطي در ابتداي نوسان مشابه است ولي بـا گذشـت زمـان بـسيار               

تـر  هاي غيرخطي اثـر خـود را نـشان داده و از بـزرگ             كوتاه، عبارت 

كند اين در حـالي اسـت كـه حـل           شدن دامنه ارتعاش جلوگيري مي    

را در فاصـله زمـاني كوتـاه نـشان          خطي، واگرا شدن دامنـه ارتعـاش        

در شـكل   . شـود  نيز مشاهده مي   13 تا   9اين رفتار در اشكال     . دهد مي

 نمودار فازي حاصل از حل دستگاه خطي كه در فركانس طبيعي            11

شود كه در حالـت     مشاهده مي . اول تحريك شده، ترسيم شده است     
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سـيكل  . نيست) Limit Cycle(خطي، سامانه داراي سيكل حدي  

 نشان داده شده    13 حاصل از حل معادلات غيرخطي در شكل         حدي

 . است

Time-Sec

w
(x

,θ
,t)

-
m

m

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

Nonlinear Response

Linear Response

  
  )ω=ω1( مقايسه پاسخ ارتعاشي شعاعي خطي با غيرخطي .8شكل

Time-Sec

w
(x

,θ
,t)

-
m

m

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
-0.0002

-0.0001

0

0.0001

0.0002

  
  ) ω=ω1( پاسخ ارتعاشي شعاعي غيرخطي .9شكل

Time- Sec

ξ 1
(t

)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

  
   پاسخ زماني حل خطي تحريك در فركانس طبيعي اول.10شكل

ξ(t)1

dξ
(t

) 1/
dt
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-1000

-800
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-200
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200

400
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  اول نمودار فازي حل خطي تحريك در فركانس طبيعي.11شكل

  

  

  
   پاسخ زماني حل غيرخطي تحريك در فركانس طبيعي اول.12شكل

  

  
   نمودار فازي حل غيرخطي تحريك در فركانس طبيعي اول.13شكل
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  گيرينتيجه

ــي     ــات غيرخط ــل ارتعاش ــراي ح ــي ب ــد كل ــك رون ــه ي ــن مقال در اي

اي دايروي از جنس ماده مركب كه تحت شـرايط          هاي استوانه  پوسته

ــرگير ــرزي دوسـ ــد دار مـ ــه شـ ــرار دارد، ارائـ ــه . قـ ــتگاه معادلـ دسـ

كننده ارتعاشات غيرخطي در اين تحقيـق مـستقيماً از رابطـه             توصيف

دسـت آمـد و چـون حـل تحليلـي بـر پايـه روش مـودال                  هميلتون بـه  

توان بـا اسـتفاده از      گيرد، لذا غيرخطي بودن مسئله را مي      صورت مي 

ي تحليـل  بـرا . چنـد مـود، تحليـل كـرده و دقـت تحليـل را بـالا بـرد        

افـزاري كـه قابليـت      ارتعاشات غيرخطي و پايداري پوسـته، كـد نـرم         

ــذاري    ــتيك، بارگـ ــذاري آئروالاسـ ــون بارگـ ــاري چـ ــزودن آثـ افـ

اثرات هندسه، نـوع    . هيدروالاستيسيته داخلي را دارد، تهيه شده است      

. هاي طبيعي بررسـي گرديـد      ها روي فركانس  چيني و تعداد موج   لايه

اثـرات  .  ارتعاشات پوسته بررسي گرديـد     اثرات غيرخطي روي دامنه   

غيرخطــي باعــث محــدود شــدن دامنــه ارتعاشــات حتــي در شــرايط  

 .شودتحريك با فركانس طبيعي مي

  

  مراجع

1. Matsuzaki Y., and Kobayashi S., A Theoretical and 

Experimental Study of the Nonlinear Flexural Vibration 

of Thin Circular Cylindrical Shells with Clamped Ends. 

Transactions of the Japan Society for Aeronautical and 

Space Sciences, v. 12, 1969, pp. 55–62. 

2. Chia C. Y., Non-Linear Free Vibration and Post buckling 

of Symmetrically Laminated Orthotropic Imperfect 

Shallow Cylindrical Panels with Two Adjacent Edges 

Simply Supported and the Other Edges Clamped. 

International Journal of Solids and Structures, v. 23, 

1987, pp. 1123–1132.  

3. Iu V. P., and Chia C. Y., Non-Linear Vibration and Post 

buckling of Unsymmetric Cross-Ply Circular Cylindrical 

Shells. International Journal of Solid Structures, v. 24, 

1988, pp. 195–210. 

4. Chiba M., Experimental Studies on a Nonlinear 

Hydroelastic Vibration of a Clamped Cylindrical Tank 

Partially Filled with Liquid. Journal of Pressure Vessel 

Technology, v. 115, 1993, pp. 381–388. 

5. Abe A., Kobayashi Y., and Yamada G., Non-linear 

Vibration Characteristics of Clamped Laminated Shallow 

Shell. Journal of Sound and vibration, v. 234, n. 3, 2000, 

pp. 405-426. 

6. Amabili M., Nonlinear Vibrations of Circular Cylindrical 

Shells with Different Boundary Conditions. AIAA 

Journal, v. 41, n. 6, June 2003. 

7. Karagiozisa K.N., Amabili M., Padoussisa M.P., and 

Misra A.K., Nonlinear vibrations of fluid-filled clamped 

circular cylindrical shells. Journal of Fluids and 

Structures, v. 21, 2005, pp. 579–595. 

8. Pellicano F., Linear and Nonlinear Vibrations of Shells. 

2nd International Conference on Nonlinear Normal 

Modes and Localization in Vibrating Systems, Samos, 

June 19-23 2006. 

9. Shao Z.S., and Ma G.W., Series Expansion Method Free 

Vibration Analysis of Laminated Cylindrical Shells by 

Using Fourier. Journal of Thermoplastic Composite 

Materials, v. 20, n. 551, 2007.  

10. Qatu M. S., Vibration of Laminated Shells and Plates. 

Elsevier Academic Press, Oxford, 2004. 

11. Amabili M., Nonlinear Vibrations and Stability of Shells 

and Plates. Cambridge University Press, Italy, 2008. 

12. Brush D. O., and Almroth B. O., Buckling of Bars, Plates, 

and Shells. McGraw-Hill, Scarborough, CA, 1975. 

13. Hyer M. W., Stress Analysis of Fiber-Reinforced 

Composite Materials., McGraw-Hill, New York, 1998. 

14. Soedel W., Vibrations of Shells and Plates. Second 

Edition, Marcel Dekker, New York, 1993.  

15. Hirano Y., Nonlinear Vibrations of Composite Material 

Shells. Ph.D. thesis, University of Delaware, 1988  

16. Rao S., Vibration of Continuous Systems. John Wiley & 



  6161   

 

1391 زيپايي اول،  سال اول، شماره  

ح
رو

ي، 
ار

تظ
ب ان

يو
ا

 
ك

وچ
 ك

ي
عل

مد
مح

ي،
اد

زآب
رو

 في
ي

قان
ده

الله 
ا

 
ده

زا
 

 )پيوست الف 
  Lij مقادير

  :دونل شده خطي معادلات

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

66 12 66
11 11 122, , ,

12 66 12 22
13 11 22 662 2, , , , ,

12 66 22 22
23 2 2 3, , ,

12 6612 22 22 22
33 11 2 3 4 2, , , , ,

2

2

2 22 2

xx x

xxx x x xx

xx

xx xxxx xx

A A A
L A L

R R
D D A A

L B L A
R R R

B B A B
L

R R R
D DB B D A

L D
R R R R R

θθ θ

θθ θθ

θ θ θθθ

θθ θθ θθθθ

+
= + =

+
=− − + = +

+
=− + −

+
= + + + + +

 

 

  )پيوست ب

 : دايروي اياستوانه پوسته غيرخطي ارتعاشات بر حاكم معادلات دستگاه ضرايب

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

11 22
, , , , , , , , ,3

0 0

12 66 12 66
, , , , , , , , , ,

, , , , , ,
2 2

, , , , ,
2 2

L

r ijk r x i x j x k x r i j k

r x r x i x j k r r i x j x k

R A A
a w w x w x w x w w x w x w x

R

A A A A
w w w x w x w x w w w x w x w

R R R R

π

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

( ),x d dx
θ

θ θ
⎤
⎥
⎥
⎦

  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

12 11 11 12 12
, , , , , , ,

0 0

12 12 22 22 22
, , , , , ,2 2 3

22
, , ,2

, ,
2 2 2 2 2

, ,
2 2 2 2 2

,

L

r jk r r x r xx r r j x k x

r x r xx r r r j k

r j k

A RA RB B A
b w u w w v w x w x

R

A B A A B
u w v w w w x w x

R R R R R

A
w v x w x

R

π

θθ θ

θ θθ θ θ

θ θ θ

θ θ

θ θ

θ

⎡⎛ ⎞⎟⎜⎢= + − − + ⎟⎜ ⎟⎢ ⎟⎜⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞⎟⎜+ − + + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜+ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

66
, , , 11 , , ,

12
66 , , , 66 , , , , , ,

66 66
66 , , , , , 12 ,

, , , , ,

, , , , , ,

2
, ,

r x j k r x j x k x

r j x k x r x j x k r j x k

r x r x r j x k r x j

A
w u x w x R A w u x w x

R

A
A w v x w x A w v x w x w u x w x

R

B A
A v w u w x w x A w w

R R

θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ

⎛ ⎞⎟⎜+ +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜+ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜+ − + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

66 22
, , , , , 12 , , ,2

12 22
, , , , , , 11 , , ,3

66

, ,

, , , , , ,

, , , , , ,

2

k x

r j k x r j k r x j k x

r j xx k r j k r x j xx k x

x w x

A A
w u x w x w w x w x A w v x w x

R R

B B
w w x w x w w x w x R B w w x w x

R R

B

R

θ θ θ θ θ

θ θ θ θθ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )66 12
, , , , , , , , ,

2
, , , , , ,r x j x k r j x k x r x j k x

B B
w w x w x w w x w x w w x w x d dx

R Rθ θ θ θ θθ
θ θ θ θ θ θ θ

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎥− −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦
  

 

( )

( )

( ) ( )

2

22 22 22
, 12 , 12 , , ,2

0 0

12
12 , 12 11 , 11 , , ,

22 2
66 , 66 , 66 , , 12 , 12 , ,

,

,

2 ,

L

r k r x r xx r r r k

r r r x r xx r k x

r x r r x k x r x r xx r

A A B
c A u B w v w w w x

R R R

B
A v A w R A u R B w w u x

R

A A
B w A u R A v v x A u B w v

R

π

θ θθ

θ θθ

θ θ θ

θ

θ

θ

⎡⎛ ⎞⎟⎜⎢= − + + − ⎟⎜ ⎟⎢ ⎟⎜⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞⎟⎜+ + + − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

+ − + + + − + +

∫ ∫

( )

( ) ( )

2 22
, ,2

66 66 12
66 , , , , , 11 , 11 , 12 , 12 ,

12 12 22 22 22
, , , ,2 2 3

,

2
, ,

r r k

r x r r x k r r x r xx r r k xx

r x r xx r r r

B
w w v x

R R

A B D
A v u w u x w R B u R D w B v B w w x

R R R

B D B B D
u w v w w

R R R R R

θθ θ

θ θ θ θθ θ

θ θθ

θ

θ θ

⎛ ⎞⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + − + − + − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜+ − + − − + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
( ) ( )66 66

, 66 , , , ,

2 4
, 2 ,k r x r r x k x

B D
w x B v u w w x d dx

R Rθθ θ θ θ
θ θ θ

⎤⎛ ⎞⎟⎜ ⎥+ − − + ⎟⎜ ⎟ ⎥⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎦

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,

0 0

, , , , , ,
L

r k s r k r k r kd hR u x u x v x v x w x w x d dx
π

ρ θ θ θ θ θ θ θ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
  

( ) ( ) ( )( )
2

0 0

, , ,
L

r x r r z rF R q u x q v x q w x d dx
π

θ
θ θ θ θ= + +∫ ∫  




