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  چکیده

 یبا گرافن بر اساس تئور شده تیتقو یمتخلخل مدرج تابع یا رهیالمان محدود ارتعاشات آزاد صفحه دا لیمقاله، تحل نیادر 

به دست  لتونیبار ارائه شده است. معادلات حاکم با استفاده از اصل هم نیاول ی( براFSDTمرتبه اول ) یشکل برش رییتغ

 یکار حاضر با مطالعات قبل جیمعادلات حاکم بر ورق استفاده شده است. نتا لح ی( براFEMو روش المان محدود ) دینآ یم

 یتخلخل، الگوها بیتخلخل، ضر عیمختلف مانند توز یمشاهده شد. تأثیر پارامترها جینتا نیب یشده و تطابق خوب سهیمقا

 یا رهیبر ارتعاشات ورق دا اعشعنسبت ضخامت به  نیو همچن یمرز طینانو ذرات گرافن، انواع شرا یو درصد وزن GPLمختلف 

 شدشخص م جی. در نتاشد یو بررس سهیمقا یحاصل از حل عدد جینتا ل،یروش تحل یسنج شد. در ادامه ضمن صحت یبررس

 ردموا ریاز سا شیدر ارتعاشات ورق ب یگاه هیتک طیشرا نیمختلف گرافن و همچن یگرافن و نوع الگوها یکه اثر درصد وزن

 .است

 با گرافن، تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، المان محدود شده تیتقوای؛  تحلیل ارتعاشات آزاد، مواد متخلخل مدرج تابعی، ورق دایره :های‌کلیدی‌واژه

Finite element analysis of free vibration of functionally graded 

porous circular plate reinforced with graphene 

Mojtaba Khatounabadi1, Mohammad Jafari2, Kamran Asemi3, 

1- PhD Mechanical Engineering student, Shahrood University of Technology, Semnan, Iran, mojtabakhatoonabadi@gmail.com 
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Abstract 

In this paper, the finite element analysis of the free vibrations of functionally graded porous circular 

plate reinforced with graphene based on the first order shear deformation theory (FSDT) is presented 

for the first time. The governing equations are obtained using Hamilton's principle and the finite 

element method (FEM) is used to solve the governing equations of the sheet. The results of the present 

work were compared with previous studies and a good agreement between the results was observed. 

The effect of different parameters such as porosity distribution, porosity coefficient, different GPL 

patterns and weight percentage of graphene nanoparticles, types of boundary conditions and also the 

ratio of thickness to radius on the vibrations of the circular sheet was investigated. Next, while 

validating the analysis method, the results obtained from the numerical solution were compared and 

analyzed. In the results, it was found that the effect of weight percentage of graphene and different 

types of graphene patterns as well as support conditions in sheet vibrations is more than other cases. 

Keywords: free vibrations analysis; functionally graded porous materials; circular plate; reinforced with 

graphene; first order shear deformation theory, finite element method 
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‌.‌مقدمه1

1) یکربن یها از نانولوله یتازگ به
CNTs نانو ( و

2گرافن ) ذرات
GPLsیساختارها تیتقو ی( برا 

و مواد  [1] شود می یادیاستفاده ز یتیکامپوز

شان مانند وزن  بالقوه یها یژگیو لیمتخلخل به دل

طور گسترده  به یانرژ یجذب عال سبک و

ترکیب و . [4-2] موردمطالعه قرار گرفته است

ها را بسیار  ، آنGPL با مواد متخلخل تقویت

 نیدر ا یو نظر یتجرب قاتی. تحقکند میتر  جذاب

 اریبس ریدهد که استفاده از مقاد نشان می نهیزم

خواص  ،یو فلز یمریپل سیردر مات GPLکم 

و  یحرارت ،یکیازجمله خواص مکانها را  آن

 بهبودشدت  ها به CNTبا  سهیدر مقای، کیالکتر

اثر ها  GPL ،رو نی. ازا[5] بخشد می

 یها سازه ن،یبنابراکنندگی بهتری دارند.  تقویت

انتقال بار  تیتوانند ظرف ها می GPLبا  شده تیتقو

طور  را به شده تیاستحکام مواد تقو نیو همچن

 یادیز قاتی. تحق[7, 6] دهند شیافزا یتوجه قابل

-FGو  FG-CNT [8-18] یساختارها دربارۀ

GPL [19-24]  انجام شده است. مواد متخلخل

که هر دو خواص  یفلز یها مانند فوم یمصنوع

طور گسترده در  به را دارند یکیو مکان یکیزیف

 وموادیو ب [26, 25]وزن  مواد با ساختار سبک

 .اند هاستفاده شد [28, 27]

‌تابع‌یکاربردها‌1-1 ‌مدرج با‌‌شده‌تیتقوی‌مواد

‌گرافن

 رفمصا ایبر ابتددر ا مواد مدرج تابعی بااینکه

 حاضر لحادر  ماا ،شدند ساختهو  حیاطر فضااهو

. شوند می استفاده ها مینهاز ز ریبسیادر 

را  مواد مدرج تابعی یهادبررکاهایی از  مثال

 :[30, 29] دکر ئهراا زیر صورت به توان یم

 یدیخورش یها هوافضا: سازه و پانل عصنای (1

 یی؛فضا یها و نازل شاتل ییفضا

: در زاتیو تجه یساز نیماش عیصنا (2

 ،یباد نیتورب یها غهیازجمله ت ییها بخش

فشار، مخازن سوخت، قطعات  مخازن تحت

 یتاپ، کپسول هوا لپ سی، کآلات نیماش

اشعه  یزهایم نک،یقاب ع ،ینشان آتش

، قاب MRIاسکنر  یدتبرو یها لوله کس،یا

، سیدوچرخه مسابقه، چوب گلف، راکت تن

 یو شاس یقیآلات موس ،یسکتخته ا

 ی؛ا مسابقه یخودروها

: مواد کیو الکترواپت کیالکترون عیصنا (3

 یژنراتورها رکننده،یتبخ یها لوله ،یکاتد

 یانرژ یها ستمیس یاجزا ،یحرارت یانرژ

 ،یانرژ لیتبد یها و دستگاه یدیخورش

، نیتورب یها الکترودها و پره حسگرها،

 یها لوله ،یسوخت یها سلول نیهمچن

 ،یحرارت نکیس ،یکیخلأ، مواد الکتر چیسوئ

و  یهاد مهین یها مجتمع، دستگاه یدارهام

 .یکیالکترون یبسترها

ی کاربرد مواد مدرج ها نهیزمکلی  صورت به

 :[30] است 1تابعی مطابق شکل 
 

 

 
 [30] یکاربرد مواد مدرج تابع .1 شکل

 

 کاربرد

‌FGMs 

 هوافضا

انرژی‌هسته‌
 ای

 بیومواد

 الکترونیک

برش‌ابزارهای  

سازه‌های‌‌
 هوشمند

 خودرویی

 پوشش‌دهی



 

    
 

165 

 1شماره -12سال 

 1402بهار و تابستان 
 
 
 

 نشریه علمی
 

 دانش و فناوری هوا فضا 

 

 

 

 
 

  
    

  
حل

ت
ی

 ل
ود

د
مح

ن 
ما

ال
 

د 
آزا

ت 
شا

عا
رت

ا
ق

ور
 

یدا
اره

  ی

   
  

ابع
ج ت

در
 م

ل
لخ

تخ
م

 ی
قو

ت
ت

ی
ده

ش
 

ن
راف

ا گ
ب

 

 

 

 

‌ضرورت‌و‌اهداف‌پژوهش‌نه،یشیپ‌1-2

متخلخل در  یها سازه تیبا توجه به اهم

 یبرخ هوافضا، عیدر صنا ژهیو به یعمل یکاربردها

 طیو شرا ها یها را در بارگذار رفتار آن محققاناز 

 یتأثیر بارها [28]ی ش اند. کرده یابیمختلف ارز

صفحات  شده تیرا بر انتشار موج هدا یتحرار

شکل  رییتغ یمتخلخل بر اساس تئور مدرج تابعی

3مرتبه اول ) یبرش
FSDT و با استفاده از روش )

، [31] کرد. طاهر و همکاران یبررس نیگالرک

 کیانتشار موج  یبررس یبرا یلیتحل یحل راه

4ورق
FGM تخلخل  یها عیبا توز یلزف-یکیسرام

قرار  کیسکوالاستیو هیپا کی یمختلف که بر رو

مرتبه  یشکل برش رییتغ یدارد با استفاده از تئور

5) رهیانتگرال چهار متغ کیپربولیبالاتر ه
HSDT )

 انطاهر و همکار گر،ید یقی. در تحقندارائه کرد

را بر  یحرارت-یرطوبت طیاثر مح [32]

 یچیصفحه ساندو کیانتشار موج  لیوتحل هیتجز

 عیبا توز یفلز-یکیسرام یعملکرد یبند با درجه

و با استفاده  HSDTمختلف بر اساس  یها تخلخل

. ندموردمطالعه قرار داد یلیمحلول تحل کیاز 

وابسته به اندازه نانوساختار مدرج  یرفتار ارتعاش

توسط  یرمحلیغ وستهیو پ FEMدل متخلخل با م

 و همکاران فای. بل[33] کومار و همکاران ارائه شد

 یتأثیر تخلخل بر پاسخ کمانش حرارت [34]

را بر اساس  یعملکرد شده یبند درجه یرهایت

 یلیو با استفاده از روش تحل یبرنول-لریاو ریمدل ت

تأثیر  [35] و همکاران لیکردند. گول یبررس

 یبر پاسخ خمش یمرز طیتخلخل و شرا عیتوز

مطالعه قرار دادند.  را مورد FGصفحات  یکیمکان

وابسته  یکیمکان یرفتارها [36]و همکاران  یبک

 رییتغ یرا با استفاده از تئور FGبه تخلخل صفحه 

با استفاده از  افتهیبهبود یمثلثات یشکل برش

 موردمطالعه قرار دادند. Navier یها حل راه

GPL از  یتا برخ شوند یها در مواد پراکنده م

 گریخود را اصلاح کنند و از طرف د یکاربردها

اساس،  نیکند. بر ا نمی یچندان رییها تغ وزن سازه

و تخلخل  GPLsاستفاده از  یایاز مزا یبیترک

مواد را بهبود  یکیتوجهی خواص مکان طور قابل به

 یها برا آن لیکه پتانس است درحالی دهیبخش

 شود وزن حفظ می سبک یبه ساختارها یابیدست

به دست آوردن و اصلاح  یبرا ن،ی. بنابرا[38, 37]

مواد متخلخل مدرج  از،یموردن یکیخواص مکان

 یمعرف GPL (FGP-GPLs)با  شده تیتقو یتابع

ارتعاش  [41] . چن و همکاران[40, 39] اند شده

 تینانوکامپوز یرهایو پس کمانش ت یرخطیغ

 یرا بر اساس تئور FG-GPL شده تیمتخلخل تقو

فون  ییجا هجاب-و رابطه کرنش موشنکویت ریت

 تمیالگور کیو  تزیکارمان با استفاده از روش ر

مطالعه قرار دادند. در  مورد میمستق یتکرار

 [42] و همکاران یپورنچایتیک ،یگریمطالعه د

متخلخل  یرهایت کیکمانش الاستارتعاش آزاد و 

FG با  شده تیتقوGPL ریت یبر اساس تئور 

را مطالعه کردند. گائو و  تزیو روش ر موشنکویت

صفحات  یرخطیرتعاش آزاد غا [43] همکاران

را  FG-GPLبا  شده تیمتخلخل تقو تینانوکامپوز

ورق  یبر اساس تئور کیالاست هیکه بر پا

-( با در نظر گرفتن روابط کرنشCPT) کیکلاس

 لیوتحل هیفون کارمن قرار دارند، تجز ییجا هجاب

کردند. معادلات حاکم با استفاده از روش 

6) یکواداتور لیفرانسید
DGMشد.  ( حل

 لیو تحل و همکاران کمانش یقهفرخ انیشاهقل

 یا استوانه یها پوسته [45, 44] یچشیکمانش پ

را  GPLبا  شده تیتقو FGمتخلخل  تینانوکامپوز

انجام  Rayleigh-Ritzو  FSDTبر اساس روش 

 .دادند
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به  یتوجه کم ها، لیوتحل هیتجز انیم در

 FGM یارتعاشات ساختارها لیوتحل هیتجز

 مثال یبا گرافن شده است. برا شده تیتقو

 ارتعاشات آزاد ورق [46]ابراهیمی و راستگو 

تئوری را با استفاده از  ی مدرج تابعیا رهیدا

بررسی کردند.  (CLPT) صفحات کلاسیک

فتار ارتعاش ر [47]زاده و همکاران  یورد الله

را با استفاده از   FGیا رهیمتقارن محوری ورق دا

ی ارائه کردند. ویروسکی لیتحل مهییک رویکرد ن

را بر  FG رفتار ارتعاش آزاد ورق حلقوی [48]

با استفاده از روش  یریگ نیانگیاساس تکنیک م

یرا و مطالعه کرد. فر (FDM) تفاضل محدود

رفتار استاتیکی و دینامیکی  [51-49]همکاران 

 مشرا با استفاده از روش بدون  FG صفحات

ارتعاش  [52]علیپور و همکاران . تحلیل کردند

را که بر روی یک  FG ای و حلقوی آزاد ورق دایره

مختلف قرار گرفته پایه الاستیک با شرایط مرزی 

 [53] مطالعه قرار داد. شریعت و علیپور بود، مورد

 برای بررسی (DTM) از روش تبدیل دیفرانسیل

 FG ای های طبیعی صفحات نازک دایره فرکانس

الاستیک قرار دارند، استفاده  یها هیکه بر روی پا

با استفاده از تئوری  [54] کردند. لی و همکاران

وتحلیل ارتعاش آزاد  ورق کلاسیک، یک تجزیه

. لال و احلوات را ارائه کردهمسانگرد  FG صفحات

استفاده  را با FG ای آنالیز مودال ورق دایره [55]

بررسی کردند. سوامیناتان و همکاران   CLPTاز

وتحلیل  های مختلفی را برای تجزیه روش [56]

بندی عملکردی  رفتارهای مختلف صفحات درجه

ارتعاش آزاد صفحات  [57] بررسی کردند. عارفی

های  تعبیه شده با لایه FG ای و حلقوی دایره

 آرشید و همکاران بررسی کردپیزوالکتریک را 

را  الاستیک FG رفتار فرکانس طبیعی ورق [58]

تغییر شکل برشی بررسی  با استفاده از تئوری

رفتار ارتعاش آزاد  [59]سینگ و اعظم  کردند.

 دررا بر روی یک پایه الاستیک  FGM یک ورق

 .مطالعه کردندتحت دما یک محیط 

آن  متخلخل مدرج تابعی مواد تیمز نیتر مهم

خواص آن را  توان یم ازها،یاست که با توجه به ن

ورکلی مواد متخلخل ط . به[60] کنترل کرد

، خواص خوبیی از قبیل عایق صوتی ها تیمز

بهبودیافته عایق حرارتی، خواص بهبودیافته 

خستگی در مقایسه با مواد سنتی، خواص 

بهبودیافته پایداری حرارتی بالا در مقایسه با 

ی و مقاومت خوردگ برابر در، مقاومت بالا فلزات

 دارند. [60] وزنبالای مکانیکی در مقایسه با 

و همچنین  ذکرشدهبنابراین به دلیل مزایای 

 شیرو به افزا ازیتوسعه و پاسخ به ن یدر راستا

مختلف ازجمله  عیدر صنا شرفتهیکاربرد مواد پ

مواد متخلخل  یهوافضا، لزوم مطالعه و بررس

پاسخ  یبا گرافن و بررس شده تیتقو یمدرج تابع

مدل  یاست. برا یمواد ضرور نیارتعاشات آزاد ا

با گرافن  شده تیتقو یمتخلخل مدرج تابع

مقاله، سه نوع متداول تخلخل  نیدر ا یموردبررس

هر سه نوع  یبرا نیضخامت و همچن یدر راستا

گرافن در نظر گرفته شده  عیتخلخل، پنج نوع توز

با استفاده از  یمواد مدرج تابع یها یژگیاست. و

استخراج،  7هالپین تسای یکیکرومکانیمدل م

 یشکل برش رییتغ یدلات حاکم بر اساس تئورمعا

( و معادلات تعادل با استفاده از FSDT) لمرتبه او

 نیشود. همچن می نییتع لتونیهم یاصل انرژ

 یروش حل معادلات با استفاده از روش اجزا

 بیمقاله اثر ضر نیمحدود خواهد بود. در ا

تخلخل، اثر در نظر گرفتن  عیتخلخل، اثر نوع توز

گرافن  یمختلف گرافن، تأثیر درصد وزن یها عیتوز

مختلف در  یو هندس یمرز طیو آثار شرا

از  یبرخ شود بررسی میارتعاشات مدل 
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در  ریبه شرح ز توان یکار حاضر را م یها ینوآور

 نظر گرفت:

ای متخلخل  ورق دایره تحلیل ارتعاش آزاد (1

FG-GPL  ی تخلخل و ها حالتبا ترکیب

 لت؛حا 15ی گرافن در ها عیتوز

 FSDTبا استفاده از  تر قیدق جیارائه نتا (2

 ؛مینسبتاً ضخ های ورق یبرا CLPT یجا به

و  GPL یالگو نیبهترو انتخاب  امکان تحلیل (3

با توجه به نتایج عددی و  تخلخل عیتوز

 ر.کاربرد موردنظ

 

‌سازی‌و‌معادلات‌حاکم‌مدل.‌2

 هندسه‌2-1

در نظر گرفته شده  2شکل  مطابق ای دایرهورق 

ضخامت و شعاع ورق  بیبه ترت Rو  hکه است 

 یمحورها zو  r ،θ نیهستند. همچن یارهیدا

هستند که در  یا مختصات استوانهدستگاه 

به  زین wو  u ،vوسط ورق قرار دارند.  تیموقع

، rصفحه وسط در جهت  ییجا هجاب یاجزا بیترت

θ  وz هستند. 

 

 
ی متخلخل مدرج تابعی ا رهیداهندسه ورق  .2شکل 

 شده با گرافن تقویت

 

‌معادلات‌خواص‌مکانیکی‌2-2

طور که در شکل  سه توزیع مختلف تخلخل همان

 شدهفرض  Zشده است در راستای  نشان داده  3

صورت غیرخطی  ها به است. دو نوع از این توزیع

 و نوع سوم با تخلخل متقارن و یکنواخت متقارن

 .باشند یم

 
 یا هریورق داتوزیع مختلف تخلخل  .3شکل 

 

شده  همچنین برای هر سه نوع تخلخل اشاره

در نظر  4شکل پنج نوع توزیع گرافن منطبق با 

 گرفته خواهد شد.

 
 توزیع مختلف گرافن در جهت ضخامت .4شکل 

 

روابط مدول یانگ، مدول برشی و چگالی 

 (3)تا  (1)های  شده در معادله ی اشارهها عیتوز

برای توزیع تخلخل غیرخطی متقارن نوع اول، 

توزیع تخلخل غیرخطی متقارن نوع دوم و توزیع 

تخلخل یکنواخت نوع سوم در ادامه آمده است 

ς. که در آن [41] = z/h .است 
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{

𝐸(𝜍) = 𝐸∗[1 − 𝑒0cos(𝜋𝜍)]

𝐺(𝜍) = 𝐺∗[1 − 𝑒0cos(𝜋𝜍)]

𝜌(𝜍) = 𝜌∗[1 − 𝑒𝑚cos(𝜋𝜍)]
 (1) 

 

{

𝐸(𝜍) = 𝐸∗[𝑒0
∗(1 − cos(𝜋𝜍))]

𝐺(𝜍) = 𝐺∗[𝑒0
∗(1 − cos(𝜋𝜍))]

𝜌(𝜍) = 𝜌∗[𝑒𝑚
∗ (1 − cos(𝜋𝜍))]

 (2) 

 

{

𝐸(𝜍) = 𝐸∗𝛼

𝐺(𝜍) = 𝐺∗𝛼

𝜌(𝜍) = 𝜌∗𝛼′
 (3) 

دهنده  نشان بیبه ترت  *ρو *E*، G که در آن

جرم ورق  یو چگال یمدول برش انگ،یمدول 

e0 و e0 نیهستند. همچن تخلخلبدون  یا رهیدا
∗ 

(0 ≤ e0(e0
∗) < تخلخل را  بیضرا بیبه ترت (1

emو  em. کنند یم یفمعر 2و  1 یها عیتوز یبرا
∗ 

 یها عیتوز یرا برا یجرم یچگال بیضرا بیبه ترت

 یپارامترها ′αو  α .دهند ینشان متخلخل  2و  1

هستند. با  (کنواختنوع سوم )ی تخلخل عیتوز

 شیتخلخل افزا ،تخلخل یاندازه و چگال شیافزا

و درنتیجه باعث کاهش خواص مواد  افتهی

 یبرا یو چگال انگیدول م نیرابطه ب .شود یم

 .[62, 61] است (4)رابطه  مطابق یفلز یها فوم

برای به دست آوردن روابط بین ضریب تخلخل و 

های مختلف  ضریب تخلخل جرمی برای توزیع

تخلخل کافی هست برای سه توزیع مختلف روابط 

مربوط به مدول و چگالی در راستای ضخامت و 

 (4)های  مدول و چگالی نانو کامپوزیت را در رابطه

 :جایگذاری کنیم (5)و 

𝐸(𝜍)

𝐸∗
= (

𝜌(𝜍)

𝜌∗
)

2

 (4) 

 بیضرا نیاستخراج رابطه ب یبرا (4) معادله

 یجرم یچگال بیضراهمچنین و  است تخلخل

 (5) تخلخل مختلف به شرح معادله یالگوها یبرا

 :شود یاستفاده م

{

1 − 𝑒𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜋𝜍) = √1 − 𝑒0cos⁡(𝜋𝜍)

1 − 𝑒𝑚
∗ (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜋𝜍)) = √1 − 𝑒0

∗(1 − cos⁡(𝜋𝜍))

𝛼′ = √𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

 (5) 

 های ورقاست که جرم  نیفرض بر ا نجا،یدر ا

تخلخل مختلف و  یمختلف با الگوها ای دایره

 است. کسانی GPL یپراکندگ

∫√1 − 𝑒0 cos(𝜋𝜍) ⁡𝑑𝜍

ℎ
2

0

 

= ∫ √1 − 𝑒0
∗(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜋𝜍))𝑑𝜍 = ∫ √𝛼𝑑𝜍

ℎ/2

0

ℎ/2

0

 

(6) 

e0ری، مقاد(6)با توجه به معادله 
∗ را  α و  

طور که در  ، همانe0شده  معلومبا مقدار  توان یم

. [63] زد نیشده است، تخم  ارائه 1 جدول

e0که شود یشاهده مم
∗  شیافزا e0 شیبا افزا  

e0 اشد،ب 0,6برابر با  e0 که . وقتیابدی یم
مطابق  ∗

به  کیکه نزدخواهد بود  0,9612محاسبه برابر با 

تا  (4)های  با محاسبه رابطهاست.  ییکران بالا

 :، اعداد جدول زیر به دست خواهد آمد(6)

 

های مختلف  یعتوزیب ماده متخلخل برای ضرا .1 جدول

[64] 

𝒆𝟎 𝒆𝟎
∗  𝜶 

0٫1 0٫1738 0٫9361 

0٫2 0٫3442 0٫8716 

0٫3 0٫5103 0٫8064 

0٫4 0٫6708 0٫7404 

0٫5 0٫8231 0٫6733 

0٫6 0٫9612 0٫6047 

ی تسا-نیهالپ کیکرومکانیبر اساس مدل م

غیر  تینانوکامپوز انگی، مدول [65, 62]

 :شود یم انیب ریصورت ز بهمتخلخل 

𝐸∗ =
3

8
(
1 + 𝜀𝐿

𝐺𝑃𝐿𝜂𝐿
𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

1 − 𝜂𝐿
𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

)𝐸𝑚 

+
5

8
(
1 + 𝜀𝑊

𝐺𝑃𝐿𝜂𝑊
𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

1 − 𝜂𝑊
𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿

) ⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
(7) 

 که در آن:
𝜀𝑤
𝐺𝑃𝐿 =

2𝑤𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
                 𝜀𝐿

𝐺𝑃𝐿 =
2𝑙𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
  

 𝜂𝐿
𝐺𝑃𝐿 =

𝐸𝐺𝑃𝐿−𝐸𝑚

𝐸𝐺𝑃𝐿+𝜀𝐿
𝐺𝑃𝐿𝐸𝑚

   𝜂𝑊
𝐺𝑃𝐿 =

𝐸𝐺𝑃𝐿−𝐸𝑚

𝐸𝐺𝑃𝐿+𝜀𝑊
𝐺𝑃𝐿𝐸𝑚

 
(8) 

و  m یها شاخص ذکرشدههای  در معادله

GPL و  یفلز سیهای ماتر ویژگی بیبه ترت

 یحجم ضریب VGPL. دهند یرا نشان م گرافن

GPL  ها است وlGPL ،wGPL  وtGPL بیبه ترت 

 هستند. نانو ذرات گرافنطول، عرض و ضخامت 
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و  یجرم ی، چگالها با استفاده از قانون مخلوط

برآورد  ریصورت ز به تینسبت پواسون نانوکامپوز

 :[65, 62] شود یم

𝜌∗ = 𝜌𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿 + 𝜌𝑚(1 − 𝑉𝐺𝑃𝐿) (9) 

 
𝜐∗ = 𝜐𝐺𝑃𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿 + 𝜐𝑚(1 − 𝑉𝐺𝑃𝐿) (10) 

با ( ∗G) تینانوکامپوز یمدول برشین همچن

با معلوم بودن مدول  (11)توجه به رابطه 

الاستیسیته معادل و ضریب پواسون معادل به 

 دست خواهد آمد.

𝐺∗ =
𝐸∗

2(1 + 𝑣∗)
 (11) 

 4مطابق الگوهای نشان داده شده در شکل 

ها،  GPL یحجم درصداست که  نیرض بر اف

(VGPLدر امتداد ضخامت ورق با پنج الگو )ی 

 :کند یم رییتغ ریبه شرح ز یگپراکند
 

𝑉𝐺𝑃𝐿(𝑧) =

{
  
 

  
 

𝑡𝑖1[1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝜁)]𝐺𝑃𝐿 − 𝑋
𝑡𝑖2[𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝜁)]𝐺𝑃𝐿 − 𝑂

𝑡𝑖3𝐺𝑃𝐿 − 𝑈𝐷

𝑡𝑖4[1 − 𝑐𝑜𝑠(
𝜋

4
−
𝜋

2
𝜁)]𝐺𝑃𝐿 − 𝐴

𝑡𝑖5[𝑐𝑜𝑠(
𝜋

4
−
𝜋

2
𝜁)]𝐺𝑃𝐿 − 𝑉 }

  
 

  
 

 (12) 

را  VGPL یحد بالا ti5و  ti1، ti2، ti3، ti4که 

دهنده  نشان i =1،2،3 سیرنویو ز دهند ینشان م

 است. GPL یتخلخل مختلف در هر الگو عیتوز

VGPL
T کل  یحجم ضریبGPL  است و با اعمال

 رابطهدر این  γGPL ذرات گرافن نانو یوزن ضریب

اده از با استفسپس و  شود یزده م نیتخم (13)

 ti5و  ti1، ti2، ti3، ti4استخراج  یبرا (14رابطه )

 .میبر یمبهره 
𝑉𝐺𝑃𝐿
𝑇 =

𝛾𝐺𝑃𝐿𝜌𝑚
𝛾𝐺𝑃𝐿𝜌𝑚 + 𝜌𝐺𝑃𝐿 − 𝛾𝐺𝑃𝐿𝜌𝐺𝑃𝐿

 (13) 

 

𝑉𝐺𝑃𝐿
𝑇 ∫

𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ/2

−ℎ/2

=

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝑡𝑖1∫ [1 − 𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝜁)]

𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ/2

−ℎ/2

𝑡𝑖2∫ [𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝜁)]
𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ/2

−ℎ/2

𝑡𝑖3∫
𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ/2

−ℎ/2

𝑡𝑖4∫ [1 − 𝑐𝑜𝑠(
𝜋

4
−
𝜋

2
𝜁)]

𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑡𝑖5∫ [𝑐𝑜𝑠(
𝜋

4
−
𝜋

2
𝜁)]

𝜌(𝜁)

𝜌∗
𝑑𝜁

ℎ/2

−ℎ/2

 
(14) 

‌معادلات‌حرکت:‌2-3

بر اساس فرضیات تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

صورت زیر خواهد بود  جایی به اول، میدان جابه

[66]: 
𝑢(𝑟, θ, z) = 𝑢0(𝑟, θ) + 𝑧𝜑𝑟(𝑟, θ) 
𝑣(𝑟, θ, z) = 𝑣0(𝑟, θ) + 𝑧𝜑𝜃(𝑟, θ) 

𝑤(𝑟, θ, z) = 𝑤0(𝑟, θ) 
(15) 

در  جایی هجابی ها مؤلفه wو  u ،v که در آن

 w0 و ⁡u0  ،v0 که یدرحال .هستند zو  r ،θجهت 

در جایی صفحه میانی  های جابه به ترتیب مؤلفه

، φθو  φr همچنین و باشند یم zو  r ،θجهت 

. باشند یم θو  r های نرمال عرضی حول چرخش

صورت  جایی به جابههای مربوط به میدان  کرنش

 εθو  εrها  که در آن شوند زیر تعریف می

های  کرنش γθzو  γrθ ،γrzهای نرمال و  کرنش

 :[67]برشی هستند. 
𝜀𝑟 = 𝜀𝑟

0 + 𝑧𝑘𝑟  ,  𝜀𝜃 = 𝜀𝜃
0 + ⁡𝑧𝑘𝜃  ,  

𝛾𝑟𝜃 = 𝛾𝑟𝜃
0 + 𝑧𝑘𝑟𝜃 

𝛾𝑟𝑧 = 𝛾𝑟𝑧
0   ,  𝛾𝜃𝑧 = 𝛾𝜃𝑧

0  
(16) 

 که در آن:

𝜀𝑟
0 =

𝜕𝑢0

𝜕𝑟
  ,  𝜀𝜃

0 =
𝑢0

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑣0

𝜕𝜃
  ,  𝑘𝑟 =

𝜕𝜑𝑟

𝜕𝑟
 

𝑘𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝜑𝜃

𝜕𝜃
+

𝜑𝑟

𝑟
  ,  𝑘𝑟𝜃 =

𝜕𝜑𝜃

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜑𝑟

𝜕𝜃
−

𝜑𝜃

𝑟
  

𝛾𝑟𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ 𝜑𝑟   ,  𝛾𝜃𝑧

0 =
1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+ 𝜑𝜃  ,  𝛾𝑟𝜃

0 =
𝜕𝑣0

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢0

𝜕𝜃
−

𝑣0

𝑟
  

(17) 

 ریصورت ز کرنش به سیماتردر ادامه 

 :شود یم یسیبازنو

[

𝜀𝑟
𝜀𝜃
𝛾𝑟𝜃

] = {

𝜀𝑟
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑟𝜃
0

} + 𝑧 {

𝑘𝑟
𝑘𝜃
𝑘𝑟𝜃

} =

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑟
0 0 𝑧

𝜕

𝜕𝑟
0

1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 𝑧

1

𝑟

𝑧

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
0

𝑧

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
𝑧 (

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
)]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑟
𝜑𝜃]
 
 
 
 

= 𝑑1𝑄  

{
𝛾𝑟𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 } = [

0 0
𝜕

𝜕𝑟
1 0

0 0
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 1

]

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑟
𝜑𝜃]
 
 
 
 

= 𝑑2𝑄 

{

𝜀𝑟
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑟𝜃
0

} =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑟
0 0 0 0

1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 0 0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
0 0 0]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑟
𝜑𝜃]
 
 
 
 

= 𝑑3𝑄 

{

𝑘𝑟
𝑘𝜃
𝑘𝑟𝜃

} =

[
 
 
 
 
 0 0 0

𝜕

𝜕𝑟
0

0 0 0
1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

0 0 0
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
)]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑟
𝜑𝜃]
 
 
 
 

= 𝑑4𝑄 

(18) 

 که در آن:

𝑄 =

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑟
𝜑𝜃]
 
 
 
 

 (19) 
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𝑑1 =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑟
0 0 𝑧

𝜕

𝜕𝑟
0

1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 𝑧

1

𝑟

𝑧

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
0

𝑧

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
𝑧 (

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
)]
 
 
 
 
 

 

𝑑2 = [
0 0

𝜕

𝜕𝑟
1 0

0 0
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 1

] 

𝑑3 =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑟
0 0 0 0

1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
0 0 0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑟
−
1

𝑟
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

𝑑4 =

[
 
 
 
 0 0 0

𝜕

𝜕𝑟
0

0 0 0
1

𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

0 0 0
1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕

𝜕𝑟
−

1

𝑟
)]
 
 
 
 

 

 ای برای ورق دایره تنش و کرنش نیرابطه ب

 توان یرا م FG-GPLکامپوزیتی  متخلخل

 کرد: انیب زیر صورت به

{

𝜎𝑟
𝜎𝜃
𝜏𝑟𝜃
}

𝑘

= [

𝐶11 𝐶12 0
𝐶12 𝐶22 0
0 0 𝐶66

]

𝑘

⁡{

𝜀𝑟
𝜀𝜃
𝛾𝑟𝜃
}

𝑘

  

{
𝜏𝑟𝑧
𝜏𝜃𝑧
}
𝑘

=⁡⁡ [
𝐶44 0
0 𝐶55

]
𝑘

{
𝛾𝑟𝑧
𝛾𝜃𝑧
}
𝑘

 

𝐶11 = 𝐶22 =
𝐸∗

1−𝜈∗2
  

𝐶12 = 𝐶21 =
𝐸 ∗ 𝜈∗

1 − 𝜈∗2
 

𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 = 𝐺(𝑧) 

(20) 

 گشتاور، روین های با داشتن منتجه تیدرنهاو 

تنش از جهت  یها با ادغام مؤلفه و برش عرضی و

z صورت زیر ساده  به توان یمهای تنش را  منتجه

 :کرد

{

𝑁𝑟
𝑁𝜃
𝑁𝑟𝜃

} = ∫ [

𝜎𝑟
𝜎𝜃
𝜏𝑟𝜃
]

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

𝑑𝑧, 

{

𝑀𝑟

𝑀𝜃

𝑀𝑟𝜃

} = ∫ [

𝜎𝑟
𝜎𝜃
𝜏𝑟𝜃
]

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

𝑧𝑑𝑧 

{
𝑄𝑟
𝑄𝜃
} = 𝐾2∫ [

𝜏𝑟𝑧
𝜏𝜃𝑧
]

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

𝑑𝑧

= 𝐾2∑ ∫ {
𝜏𝑟𝑧
𝜏𝜃𝑧
}
(𝑘)

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑛

𝐾=1
𝑑𝑧 

(21) 

 حیتصح بیضر K پارامتر (21رابطه )در 

5 و برابر با یبرش
6

رابطه این با ادغام  و [65] است 

 :داریم ورق ، برای نیرو و مماندر امتداد ضخامت

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑟
𝑁𝜃
𝑁𝑟𝜃
𝑀𝑟

𝑀𝜃

𝑀𝑟𝜃

𝑄𝑟
𝑄𝜃 ]

 
 
 
 
 
 
 

= (22) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 0 𝐵11 𝐵12 0 0 0
𝐴12 𝐴22 0 𝐵12 𝐵22 0 0 0
0 0 𝐴66 0 0 𝐵66 0 0
𝐵11 𝐵12 0 𝐷11 𝐷12 0 0 0
𝐵12 𝐵22 0 𝐷12 𝐷22 0 0 0
0 0 𝐵66 0 0 𝐷66 0 0

0 0 0 0 0 0 𝐾2𝐴44 0

0 0 0 0 0 0 0 𝐾2𝐴55]
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑟
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑟𝜃
0

𝑘𝑟
𝑘𝜃
𝑘𝑟𝜃
𝛾𝑟𝑧
0

𝛾𝜃𝑧
0 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 جایی که:

(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗) = ∫ 𝐶𝑖𝑗

ℎ
2

−
ℎ
2

(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧 (23) 

 روابط تعادل داریم:از 
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

+ 𝑓𝑥 = 0 

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑥 = 0 

𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑓𝑥 = 0 

(24) 

 داشت: میخواه لتونیاصل هم طبق
∫
𝑡1

𝑡2
(𝛿𝑇 − 𝛿𝑈)𝑑𝑡 = 0   (25) 

 δUحاصل انرژی جنبشی،  δTکه در آن 

کرنش و  ن،یبنابراحاصل انرژی پتانسیل است. 

-FGمتخلخل  ای دایرهورق  یبرا یجنبش یانرژ

GPL شود یم انیب ریصورت ز به: 

 
𝛿𝑈 =

1

2
∭𝜀𝑇 𝜎⁡𝑑𝑉 = 

∬{
𝑁𝑟𝜀𝑟

0 +𝑁𝜃⁡𝜀𝜃
0 + 𝑁𝑟𝜃𝛾𝑟𝜃

0 +⁡𝑀𝑟𝐾𝑟
+𝑀𝜃𝐾𝜃 +𝑀𝑟𝜃𝐾𝑟𝜃 + 𝑄𝑟𝛾𝑟𝑧 + 𝑄𝜃𝛾𝜃𝑧

} 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

∫(

((𝑑3𝑄)
𝑇𝐴𝑇 + (𝑑4𝑄)

𝑇𝐵𝑇)(𝑑3𝛿𝑄)

+((𝑑3𝑄)
𝑇𝐵𝑇 + (𝑑4𝑄)

𝑇𝐷𝑇)(𝑑4𝛿𝑄)

+(𝑑2𝑄)
𝑇𝑒𝑇(𝑑2𝛿𝑄)

) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

(26) 

 داریم: δTو همچنین برای 
(27) 

𝛿𝑇∫ 𝜌(𝑢̈𝛿𝑢 + 𝑣̈𝛿𝑣 + 𝑤̈𝛿𝑤)𝑑𝑉

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 که در آن:
(28) 

{

𝑢 = 𝑢0 + 𝑧𝜑𝑟
⁡𝑣 = 𝑣0 + 𝑧𝜑𝜃
⁡𝑤 = 𝑤0

{

𝛿𝑢 = 𝛿𝑢0 + 𝑧𝛿𝜑𝑟
⁡𝛿𝑣 = 𝛿𝑣0 + 𝑧𝛿𝜑𝜃

⁡𝛿𝑤 = 𝛿𝑤0

{
  
 

  
 𝑢̈ =

𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝑟
𝜕𝑡2

𝑣̈ =
𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝜃
𝜕𝑡2

𝑤̈ =
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

 

𝛿𝑇

= ∫∫ 𝜌

(

 
 
 
 
(
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝑟
𝜕𝑡2

) (𝛿𝑢0 + 𝑧𝛿𝜑𝑟)

+(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝜃
𝜕𝑡2

) (𝛿𝑣0 + 𝑧𝛿𝜑𝜃)

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

𝛿𝑤0 )

 
 
 
 ℎ

2

−
ℎ
2

𝑑𝑧𝑑𝐴 
 

در ( 28( و )26) های معادله ینیگزیجابا 

 داریم: لتونیاصل هم معادلات
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(29) 

∫

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∬ ⁡𝜌

(

 
 
 
 
(
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝑟
𝜕𝑡2

) (𝛿𝑢0 + 𝑧𝛿𝜑𝑟)

+(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

+ 𝑧
𝜕2𝜑𝜃
𝜕𝑡2

) (𝛿𝑣0 + 𝑧𝛿𝜑𝜃)

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

𝛿𝑤0 )

 
 
 
 ℎ

2

−
ℎ
2

𝑑𝑧𝑑𝐴

+∫(

((𝑑3𝑄)
𝑇𝐴𝑇 + (𝑑4𝑄)

𝑇𝐵𝑇)(𝑑3𝛿𝑄)

+((𝑑3𝑄)
𝑇𝐵𝑇 + (𝑑4𝑄)

𝑇𝐷𝑇)(𝑑4𝛿𝑄)

+(𝑑2𝑄)
𝑇𝑒𝑇(𝑑2𝛿𝑄)

) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑡2

𝑡1

⁡𝑑𝑡

= 0 

‌سازی‌اجزای‌محدود:‌مدل‌2-4

حل  یمحدود برا یروش اجزادر این مقاله 

ای متخلخل  معادلات حرکت حاکم ورق دایره

FG-GPL کبرای این منظور ی. شود یاستفاده م 

ی درجه آزاد 20با  ای گره 4وبعدی المان د

جایی و مش  جابه دانیم بیتقر یبرا (6شکل)

 .شود یاعمال م (5)شکل  دامنه حلی بند
 

 

 ]47[بندی شده  ای شبکه شماتیک ورق دایره .5شکل 

 

دستگاه مختصات طبیعی برای یک المان 

 مبدأشده است.  نشان داده  6مستطیلی در شکل 

این دستگاه در مرکز المان قرار داشته و 

 شود. نشان داده می ξو  ηهای آن با  مؤلفه

 

 

 ای سیستم مختصات طبیعی عنصر چهار گره .6شکل 

های  رابطه بین مؤلفه 6شکل با توجه به 

 [68]دستگاه مختصات اصلی و طبیعی با توجه به 

 صورت رابطه زیر خواهد بود: به

𝜉 =
2𝑟 − 𝑎(𝑒) − 𝑏(𝑒)

(𝑏(𝑒) − 𝑎(𝑒))
 

𝜂 =
2(𝜃 − 𝜃𝑐)

𝛽(𝑒)
 

(30) 

ب شعاع به ترتی b(e)و a(e)در این رابطه

نیز   β(e)و همچنین  ها المانخارجی و داخلی 

 شعاع المان موردنظر است. هیزاو

و  یعییابی در مختصات طب توابع شکل درون

 فیتعر ریصورت ز عنصر به هر جایی بردار جابه

 .[68] شوند یم

{
 
 

 
 
𝛹
𝑖

𝛹
𝑗

𝛹
𝑘

𝛹
𝑚}
 
 

 
 

=
1

4
{
 

 
(1 + 𝜉)(1 − ɳ)

(1 + 𝜉)(1 + ɳ)

(1 − 𝜉)(1 + ɳ)

(1 − 𝜉)(1 − ɳ)}
 

 
 (31) 

𝑄(𝑒) = ((

𝛹
1

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 𝛹
1

)…(

𝛹
4

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 𝛹
4

))

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑢01
𝑣01
𝑤01
𝜑𝑟1
𝜑𝜃1
⋮
𝑢04
𝑣04
𝑤04
𝜑𝑟4
𝜑𝜃4}

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

= 𝛹𝑞 

(32) 

Ψکه در آن
n

nکه  توابع شکل  =  و 1,2,3,4

. توابع شکل هستند سیماتر Ψ همچنین

درجات  φθiو  u0i ،v0i ،w0i ،φriپارامترهای 

 صورت تقریبی داریم: و به گره هستند یآزاد
𝑢0 = ∑ 𝛹

𝑖
4
𝑖=1 𝑈0𝑖  𝑣0 = ∑ 𝛹

𝑖
4
𝑖=1 𝑉0𝑖   

𝑤0 = ∑ 𝛹
𝑖

4
𝑖=1 𝑊0𝑖  𝜑𝑟 = ∑ 𝛹

𝑖
4
𝑖=1 𝜃𝑟𝑖 

𝜑𝜃 =∑𝛹
𝑖

4

𝑖=1

𝜃𝜃𝑖 

(33) 

( در معادله 33معادله ) ینیگزیجاو در ادامه با 

 :داریم( 29)

∫

[
 
 
 
 
 
 

(

 
 
(𝑑3𝛹)

𝑇
𝐴𝑇𝑑3𝛹 + (𝑑4𝛹)

𝑇
𝐵𝑇𝑑3𝛹

+(𝑑3𝛹)
𝑇
𝐵𝑇𝑑4𝛹

+(𝑑4𝛹)
𝑇
𝐷𝑇𝑑4𝛹 + (𝑑2𝛹)

𝑇
𝑒𝑇𝑑2𝛹)

 
 
𝑞

+𝛹
𝑇
𝐼𝛹𝑞̈ ]

 
 
 
 
 
 

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝛺0
𝑒 (34)  

= 0 

 

 𝑑2𝛹 = 𝐵2,⁡⁡⁡⁡𝑑3𝛹 = 𝐵3,⁡⁡⁡⁡𝑑4𝛹 = 𝐵4 

 سفتی و یها سیپس از جمع ماتر ،نهایتدر

محدود ورق  یمعادلات اجزا ،هر المان جرم

 . است ریبه شرح ز FG-GPLمتخلخل  ای دایره
(𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3)

𝑒𝑞𝑒 +𝑀𝑒𝑞̈𝑒 = 0 (35) 



 

172 

  1 شماره -12سال 

 1402بهار و تابستان 

 نشریه علمی 

 دانش و فناوری هوا فضا

 

 

 

 
 

 
    

  
حل

ت
ی

 ل
ود

د
مح

ن 
ما

ال
 

د 
آزا

ت 
شا

عا
رت

ا
ق

ور
 

یدا
اره

  ی

    
ابع

ج ت
در

 م
ل

لخ
تخ

م
 ی

قو
ت

ت
ی

ده
ش

 
ن

راف
ا گ

ب
 

 

 

 

به شرح  یسفت و جرم یها سیکه در آن ماتر

 است: ریز
𝑀𝑒= ∫ 𝛹

𝑡
𝐼𝛹⁡𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝛺0
𝑒  

𝑘1
𝑒 = ∫ [𝐵3

𝑇𝐴𝑇 + 𝐵4
𝑇𝐵𝑇]𝐵3

𝛺0
𝑒

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝑘2
𝑒 = ∫ [𝐵3

𝑇𝐵𝑇 + 𝐵4
𝑇𝐷𝑇]

𝛺0
𝑒

𝐵4⁡𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃, 

𝑘3
𝑒 =⁡∫ [𝐵2

𝑇𝑒𝑇𝐵2]⁡
𝛺0
𝑒

𝑟𝑑𝑟𝑑 

(36) 

جرم است و  ینرسیا سیماتر کی[ I]ماتریس 

 :دیآ یبه دست م (37)از رابطه 

𝐼 =

[
 
 
 
 
𝐼0 0 0 𝐼1 0
0 𝐼0 0 0 𝐼1
0 0 𝐼0 0 0
𝐼1 0 0 𝐼2 0
0 𝐼1 0 0 𝐼2]

 
 
 
 

 (37) 

,Iiکه  i = 0,1,2 

{
𝐼0
𝐼1
𝐼2

} = ∫ {
1
𝑧
𝑧2
} 𝜌𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 (38) 

8گاه گیردار تکیه یمرز طیشراهمچنین برای 
  

 :داریم
𝑢0, 𝑣0, 𝑤0, 𝜑𝑟 , 𝜑𝜃 = 0⁡⁡⁡⁡⁡𝑎𝑡(𝑎, 𝜃) (39) 

9ساده یمرز طیشرابرای  نیهمچنو 
 :داریم 

𝑤0 = 0⁡𝑎𝑡(𝑎, 𝜃) (40) 

های  آوردن فرکانس به دستبرای  تیدرنهاو 

ی ارتعاش آزاد ورق خواهیم طبیعی و شکل مودها

 داشت:
((𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3) − 𝑀𝜔

2)𝑞 = 0  (41) 

 

‌عددی تایج.‌ن3
ی مدرج تابعی ا رهیآزاد ورق دا اتارتعاش یها پاسخ

 یبخش بررس نیدر ا با گرافن شده تیتقو

پارامترهای هندسی و خواص مکانیکی . شوند یم

 است. 2ای منطبق با جدول  دایرهورق 

 
 یا رهیورق دا یکیو مکان یخواص هندس .2 جدول

 )مس(‌ای‌دایرهورق‌

 خواص‌مکانیکی هندسه

r=0.75m 
h=0.1m 

𝐸𝑚 = 130𝐺𝑃𝑎 

𝜌𝑚 = 8960
𝑘𝑔

𝑚3
 

υ𝑚 = 0.34 

𝐸𝐺𝑃𝐿 = 1.01𝑇𝑃𝑎 

𝜌𝐺𝑃𝐿 = 1062.5
𝑘𝑔

𝑚3
 

υ𝐺𝑃𝐿 = 0.168 
l𝐺𝑃𝐿 = 2.5𝜇𝑚 
w𝐺𝑃𝐿 = 1.5𝜇𝑚 
t𝐺𝑃𝐿 = 1.5𝑛𝑚 

‌سنجی‌نتایج‌صحت‌3-1

در این مقاله با مقایسه بین  شده ارائهتصدیق روش 

ای  ق دایرهبا ور [69]با مرجع  شده ارائهنتایج 

hهمگن ایزوتروپ و نسبت 

r
= انجام  0.005

 4و  3های  جدولحاضر در  یعدد جی. نتاشود یم

و ساده نشان  دارریگ یمرز طیشرا یبرا بیبه ترت

داده شده است. پارامتر فرکانس بدون بعد 

Ω صورت به = ωiR√ρh/D0 شود  محاسبه می

D0 که در آن
Eh3

12(1−υ2)
در که مشخص شد  است. 

مطابقت  از روش این مطالعه،  آمده دست به جینتا

 طیبا در نظر گرفتن شرا ذکرشدهبا مرجع  یخوب

 وجود دارد. ٪1  و ساده در محدوده رداریگ یمرز

 

ای همگن  ورق دایرهفرکانس اول  پنج .3 جدول

 با شرایط مرزی گیردار ایزوتروپ

 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 مرجع

مقاله 

 حاضر
10٫3092 21٫3981 34٫9912 39٫8782 51٫1789 

[69] 10٫216 21٫26 34٫877 39٫771 51٫031 

 

ای همگن  ورق دایرهفرکانس اول  پنج .4 جدول

 سادهبا شرایط مرزی  ایزوتروپ

Source Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 

مقاله 

 حاضر
4٫9483 13٫9386 25٫6966 29٫8206 40٫2106 

[69] 4٫9352 13٫898 25٫615 29٫719 39٫957 

‌نتایج‌عددی‌3-2

مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن در  با

تخلخل نوع اول با درصد حجمی تخلخل 

e0 = و  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.2

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 % است.11,2طبیعی در این حالت برابر با 
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اول نرمال شده الگوهای مقایسه پنج فرکانس  .5جدول 

)توزیع  مختلف گرافن و درصد حجمی تخلخل مختلف

 (GPLs=1%wtتخلخل نوع اول، 

 تخلخل نوع اول )متقارن(

GPL 
patt
ern 

𝑒0 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

GPL 
-X 

0٫2 
0٫93611

6 

0٫96586

3 

1٫03156

6 

1٫14950

9 

1٫33112

1 

0٫4 
0٫95485

7 

0٫98457

9 

1٫05011

6 
1٫16776 

1٫34902

4 

0٫6 
0٫97479

4 

1٫00444

9 

1٫06977

9 

1٫18704

1 

1٫36787

3 

GPL-
A 

0٫2 
0٫87408

1 

0٫90402

3 

0٫97065

2 

1٫09043

7 

1٫27430

7 

0٫4 0٫89596 
0٫92580

7 

0٫99207

4 

1٫11116

3 

1٫29418

6 

0٫6 
0٫92176

5 

0٫95148

7 

1٫01728

1 

1٫13550

6 

1٫31745

1 

GPL-
V 

0٫2 
0٫87166

6 

0٫90162

9 

0٫96829

5 

1٫08809

7 

1٫27196

7 

0٫4 
0٫89547

9 

0٫92533

4 

0٫99154

3 

1٫11048

2 

1٫29327

3 

0٫6 
0٫92451

2 

0٫95420

1 

1٫01982

9 

1٫13765

6 

1٫31902

8 

GPL-
O 

0٫2 
0٫84176

1 

0٫87152

5 

0٫93791

7 

1٫05727

9 

1٫24021

1 

0٫4 
0٫86293

4 

0٫89239

1 

0٫95786

2 

1٫07549

7 

1٫25609

7 

0٫6 
0٫88906

3 

0٫91809

6 
0٫98233 1٫09765 

1٫27503

8 

GPL-
UD 

0٫2 
0٫88893

8 
0٫91886 

0٫98525

2 

1٫10453

1 

1٫28776

2 

0٫4 0٫91339 
0٫94321

2 

1٫00918

9 

1٫12765

5 

1٫30987

3 

0٫6 
0٫94294

6 

0٫97262

7 

1٫03807

3 

1٫15550

1 

1٫33639

1 

 

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

می تخلخل در تخلخل نوع اول با درصد حج

e0 = و  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.2

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 % است.11,2طبیعی در این حالت برابر با 

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

در تخلخل نوع اول با درصد حجمی تخلخل 

e0 = و  GPL-Xفرکانس مربوط به  حداکثر 0.4

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 %  است.10,6طبیعی در این حالت برابر با 

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

در تخلخل نوع اول با درصد حجمی تخلخل 

e0 =  و GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.6

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 % است.9,64طبیعی در این حالت برابر با 

 

 یپنج فرکانس اول نرمال شده الگوها سهیمقا .6جدول 

 عیتخلخل مختلف )توز یمختلف گرافن و درصد حجم

 (GPLs=1%wt، دومتخلخل نوع 

 تخلخل نوع دوم )متقارن(

GPL 
patt
ern 

𝑒0 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

GPL-
X 

0٫2 
۰٫۸۶114

2 

۰٫۸۹۰۰3

4 

۰٫۹۵41۷

۶ 

1٫۰۶۹4۰

۵ 

1٫24۶44

4 

0٫4 
۰٫۷۹2۵2

۶ 

۰٫۸2۰۶۹

۶ 

۰٫۸۸3۶1

۸ 

۰٫۹۹۶۷۶

4 
1٫1۷۰1۰1 

0٫6 
۰٫۷2۹14

۷ 

۰٫۷۵۷۵

۹1 

۰٫۸21۷3

3 

۰٫۹3۷13

۶ 
1٫113۰13 

GPL-
A 

0٫2 
۰٫۷۹۵4

۸ 

۰٫۸24۶۶

3 

۰٫۸۹۰۰۷

۵ 

1٫۰۰۷۷2

۸ 

1٫1۸۷۶۹

۷ 

0٫4 
۰٫۷241۹

2 

۰٫۷۵2۶

۸۶ 

۰٫۸1۷۰۰

2 

۰٫۹32۷1

3 

1٫1۰۸۹۷

1 

0٫6 
۰٫۶4422

1 

۰٫۶۷2۵4

۹ 

۰٫۷3۷1۰

۶ 
۰٫۸۵314 

1٫۰2۸۵۶

1 

GPL-
V 

0٫2 
۰٫۷۸۹۷۰

4 

۰٫۸1۸۹3

۶ 

۰٫۸۸44

۹ 

1٫۰۰23۹

۹ 

1٫1۸2۶۵

۹ 

0٫4 
۰٫۷1۶34

۸ 

۰٫۷44۸۹

2 
۰٫۸۰۹3۵ 

۰٫۹2۵31

۷ 

1٫1۰1۸3

3 

0٫6 
۰٫۶32۹4

1 

۰٫۶۶114

۵ 

۰٫۷2۵4

۷۸ 

۰٫۸41۰۷

2 

1٫۰1۵۶۷

۹ 

GPL-
O 

0٫2 
۰٫۷۶۶۷1

3 

۰٫۷۹۶12

۸ 

۰٫۸۶231

2 

۰٫۹۸13۸

4 

1٫1۶3۰4

۶ 

0٫4 
۰٫۶۹۹۷۹

۸ 

۰٫۷2۸۷

۹۸ 

۰٫۷۹4۵۵

1 

۰٫۹12۸۰

۹ 

1٫۰۹234

۶ 

0٫6 
۰٫۶2۵3

۸ 

۰٫۶۵43

۷2 

۰٫۷2۰۷2

2 

۰٫۸3۹۸

2۷ 
1٫۰1۹1۹۹ 

GPL-
UD 

0٫2 
۰٫۸۰4۸۶

۸ 

۰٫۸34۰3

4 
۰٫۸۹۹2۸ 1٫۰1۶۶1۷ 1٫۰1۶۶1۷ 

0٫4 
۰٫۷2۹۶1

2 

۰٫۷۵۸۰۸

1 

۰٫۸2224

۸ 

۰٫۹3۷۶

۷۶ 
1٫113۶11 

0٫6 
۰٫۶44۵2

۸ 

۰٫۶۷2۷۰

۷ 

۰٫۷3۶۸

۸2 

۰٫۸۵22

3۶ 

1٫۰2۶۷۰

2 

 

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

در تخلخل نوع دوم با درصد حجمی تخلخل 

e0 = و  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.2

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

فرکانس  همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل

با  % است.12,3طبیعی در این حالت برابر با 

مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن در 

تخلخل نوع دوم با درصد حجمی تخلخل 

e0 = و  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.4

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 
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همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 % است.13,2برابر با  طبیعی در این حالت

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

در تخلخل نوع دوم با درصد حجمی تخلخل 

e0 = و  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به  0.6

است.  GPL-Oحداقل فرکانس مربوط به 

همچنین دامنه اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس 

 % است.16,5طبیعی در این حالت برابر با 

 

 یپنج فرکانس اول نرمال شده الگوها سهیمقا .7ل جدو

 عیتخلخل مختلف )توز یمختلف گرافن و درصد حجم

 (GPLs=1%wt، سومتخلخل نوع 

 تخلخل نوع سوم )یکنواخت(
G

P
L

 p
at

te
rn

 

𝑒0 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

G
P

L
-X

 

0٫
2

 

0٫
88

88
97

 

0٫
91

76
56

 

0٫
98

12
68

 

1٫
09

55
09

 

1٫
27

12
78

 

0٫
4

 

0٫
85

33
65

 

0٫
88

09
79

 

0٫
94

20
58

 

1٫
05

17
26

 

1٫
22

04
74

 

0٫
6

 0٫
81

12
5

 0٫
83

74
95

 

0٫
89

55
62

 

0٫
99

98
18

 

1٫
16

02
32

 

G
P

L
-A

 

0٫
2

 

0٫
82

70
95

 

0٫
85

60
87

 

0٫
92

07
69

 

1٫
03

70
68

 

1٫
21

53
86

 

0٫
4

 

0٫
79

40
36

 

0٫
82

18
74

 

0٫
88

39
67

 

0٫
99

56
18

 

1٫
16

68
14

 

0٫
6

 

0٫
75

48
44

 

0٫
78

13
12

 

0٫
84

03
42

 

0٫
94

64
82

 

1٫
10

92
29

 

G
P

L
-V

 

0٫
2

 

0٫
82

35
34

 

0٫
85

25
68

 

0٫
91

73
33

 

1٫
03

37
73

 

1٫
21

22
48

 

0٫
4

 

0٫
79

06
25

 

0٫
81

84
96

 

0٫
88

06
72

 

0٫
99

24
56

 

1٫
16

38
01

 

0٫
6

 

0٫
75

15
98

 

0٫
77

81
0

 0٫
83

72
04

 

0٫
94

34
69

 

1٫
10

63
65

 

G
P

L
-O

 

0٫
2

 

0٫
80

02
45

 

0٫
82

93
94

 

0٫
89

46
07

 

1٫
01

18
95

 

1٫
19

13
74

 

0٫
4

 0٫
76

82
65

 

0٫
79

62
44

 

0٫
85

88
59

 

0٫
97

14
57

 

1٫
14

37
65

 

0٫
6

 0٫
73

03
5

 0٫
75

69
43

 

0٫
81

64
63

 

0٫
81

64
63

 

1٫
08

73
08

 

G
P

L
-U

D
 

0٫
2

 0٫
83

96
61

 

0٫
86

86
37

 

0٫
93

31
19

 

1٫
04

90
12

 

1٫
22

68
4

 

0٫
4

 

0٫
80

61
04

 

0٫
83

39
26

 

0٫
89

58
27

 

1٫
00

70
89

 

1٫
17

78
12

 

0٫
6

 

0٫
76

63
14

 

0٫
79

27
66

 

0٫
85

16
13

 

0٫
95

73
88

 

1٫
11

96
78

 

 

با مقایسه فرکانس اول الگوهای مختلف گرافن 

ر تخلخل نوع سوم با درصد حجمی تخلخل د

e0 = 0.2 ،e0 = e0و همچنین  0.4 = 0.6 

و حداقل  GPL-Xحداکثر فرکانس مربوط به 

است. همچنین دامنه  GPL-Oفرکانس مربوط به 

اختلاف حداکثر و حداقل فرکانس طبیعی در این 

 % است.11ها برابر با  حالت
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های مختلف مقایسه فرکانس نرمال شده الگو .8جدول 

گرافن در شرایط مرزی مختلف و نسبت شعاع به 

 ضخامت مختلف

e0اول، تخلخل نوع  عی)توز = 0.2 ،GPLs=1%wt) 

 تخلخل نوع اول )متقارن(

شرای

ط‌

 مرزی

𝑟

ℎ
 

GPL-
X 

GPL-
A 

GPL-
V 

GPL-
O 

GPL-
UD 

C
la

m
p

ed
 

20 
0٫96491

7 
0٫91671 0 ٫ 9 1 7 5 8 

0٫88359

3 

0٫93565

1 

30 
0٫70779

9 
0٫66058 

0٫65934

4 

0٫63293

3 
0٫67303 

40 
0٫57112

3 
0٫5332 

0٫53166

5 

0٫51048

3 

0٫54224

7 

50 
0٫48476

2 

0٫45426

7 

0٫45275

7 

0٫43527

7 

0٫46107

3 

Si
m

p
le

 

20 
0٫46962

2 

0٫46734

8 

0٫46614

5 

0٫45655

8 

0٫46649

3 

30 
0٫46949

8 
0٫46724 

0٫46602

8 
0٫45645 

0٫46636

9 

40 
0٫46944

8 

0٫46719

9 

0٫46598

7 

0٫45640

9 

0٫46632

7 

50 
0٫45706

4 

0٫43024

7 

0٫42914

3 

0٫41320

7 

0٫43661

3 

 

 مربوط به 10رداریگ گاه با تکیهحداکثر فرکانس 

 20نسبت شعاع به ضخامت  با GPL-Xتخلخل 

 بهمربوط  سحداقل فرکاندر همین حالت و  است

 50 نسبت شعاع به ضخامت با GPL-Oتخلخل 

 ریمقاد بین اختلاف %121,6 انگریباست که این 

 گاه هیتکبا حداکثر فرکانس  مشخص شده است.

نسبت شعاع  با GPL-Xتخلخل  مربوط به 11ساده

حداقل در همین حالت و  است 20به ضخامت 

نسبت  با GPL-Oتخلخل  بهمربوط  سفرکان

% 13,6 انگریباست که این  50 شعاع به ضخامت

حداکثر  مشخص شده است. ریمقاد بین اختلاف

تخلخل  مربوط به رداریگ گاه با تکیهفرکانس 

GPL-X در و  است 20نسبت شعاع به ضخامت  با

تخلخل  بهمربوط  سحداقل فرکانهمین حالت 

GPL-O است که  50 امتنسبت شعاع به ضخ با

مشخص  ریمقاد بین % اختلاف119,5 انگریباین 

ساده  گاه هیتکبا حداکثر فرکانس  شده است.

نسبت شعاع به  با GPL-Xتخلخل  مربوط به

حداقل در همین حالت و  است 20ضخامت 

نسبت  با GPL-Oتخلخل  بهمربوط  سفرکان

% 30,1 انگریباست که این  50 شعاع به ضخامت

 مشخص شده است. ریادمق بین اختلاف

ایسه فرکانس نرمال شده الگوهای مختلف مق .9جدول 

گرافن در شرایط مرزی مختلف و نسبت شعاع به 

 ضخامت مختلف

e0دوم، تخلخل نوع  عی)توز = 0.2 ،GPLs=1%wt) 

 تخلخل نوع دوم )متقارن(

شرایط‌

 مرزی

𝑟

ℎ
 

GPL-
X 

GPL-
A 

GPL-
V 

GPL-
O 

GPL-
UD 

C
la

m
p

ed
 

20
 

0٫
76

45
46

 

0٫
69

35
07

 

0٫
68

45
84

 

0٫
67

26
49

 

0٫
69

66
85

 

30
 

0٫
54

84
72

 

0٫
49

88
13

 

0٫
49

25
3

 0٫
48

50
44

 

0٫
50

06
73

 

40 

0٫
44

53
78

 0٫
40

84
26

 

0٫
40

37
04

 

0٫
39

89
98

 

0٫
40

96
47

 

50 

0٫
38

30
04

 

0٫
35

46
76

 

0٫
35

09
9

 0٫
34

82
27

 

0٫
35

54
89

 

Si
m

p
le

 

20
 

0٫
43

31
94

 

0٫
43

15
92

 

0٫
43

08
36

 

0٫
43

77
09

 

0٫
43

10
27

 

30
 

0٫
43

30
94

 

0٫
43

15
09

 

0٫
43

07
62

 

0٫
43

76
42

 

0٫
43

09
53

 

40
 

0٫
42

14
66

 

0٫
38

81
25

 

0٫
51

85
43

 

0٫
37

98
25

 

0٫
38

92
78

 

50
 

0٫
36

47
35

 

0٫
33

87
06

 

0٫
33

53
12

 

0٫
33

29
13

 

0٫
33

94
87
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مختلف  یفرکانس نرمال شده الگوها سهیمقا .10جدول 

مختلف و نسبت شعاع به  یمرز طیگرافن در شرا

 ضخامت مختلف

 (e0=0.2 ،GPLs=1%wt، سومتخلخل نوع  عی)توز

 تخلخل نوع سوم )یکنواخت(

شرایط‌

 مرزی

𝑟 ℎ
 

G
P

L
-X

 

G
P

L
-A

 

G
P

L
-V

 

G
P

L
-O

 G
P

L
-U

D
 

C
la

m
p

ed
 

20
 

0٫
84

06
49

 

0٫
78

32
71

 

0٫
77

99
76

 

0٫
75

83
71

 

0٫
79

49
49

 

30
 

0٫
60

58
09

 

0٫
56

16
36

 0٫
55

84
24

 

0٫
54

25
38

 

0٫
56

91
73

 

40
 

0٫
48

85
71

 0٫
45

44
17

 

0٫
45

17
69

 

0٫
43

97
26

 

0٫
45

98
53

 

50 

0٫
41

57
55

 

0٫
38

89
96

 

0٫
38

68
38

 

0٫
37

75
17

 

0٫
39

30
71

 

Si
m

p
le

 

20
 

0٫
42

27
02

 

0٫
42

27
02

 

0٫
42

25
95

 

0٫
42

25
78

 

0٫
42

25
45

 

30
 

0٫
42

25
86

 

0٫
42

26
03

 

0٫
42

24
95

 

0٫
42

24
87

 

0٫
42

24
45

 

40
 

0٫
42

25
45

 

0٫
42

25
7

 0٫
42

24
62

 

0٫
41

61
12

 

0٫
42

24
04

 

50
 

0٫
39

36
61

 

0٫
36

97
48

 

0٫
36

79
31

 

0٫
35

95
31

 

0٫
37

36
 

 

مربوط به  رداریگ گاه هیحداکثر فرکانس با تک

 20با نسبت شعاع به ضخامت  GPL-Xتخلخل 

حالت حداقل فرکانس مربوط به  نیاست و در هم

 50با نسبت شعاع به ضخامت  GPL-Oلخل تخ

 ریمقاد نی% اختلاف ب122,6 انگریب نیاست که ا

 گاه هیفرکانس با تک حداکثر مشخص شده است.

با نسبت شعاع  GPL-Xساده مربوط به تخلخل 

حالت حداقل  نیاست و در هم 20به ضخامت 

با نسبت  GPL-Oفرکانس مربوط به تخلخل 

% 17,5 انگریب نیاست که ا 50شعاع به ضخامت 

 مشخص شده است. ریمقاد نیاختلاف ب

مقایسه پنج فرکانس اول نرمال شده با درصد  .11جدول 

وزنی مختلف گرافن و الگوهای پراکندگی مختلف گرافن 

e0اول، تخلخل نوع  عی)توز = 0.2) 

 تخلخل نوع اول )متقارن(

G
P

L
 p

at
te

rn
 

%
W

T
 G

P
L

s
 

𝜔
1
 

𝜔
2
 

𝜔
3
 

𝜔
4
 

𝜔
5
 

G
P

L
-X

 

1
 

0٫
93

61
1

 

0٫
96

58
6

 

1٫
03

15
6

 

1٫
14

95
 1٫

33
11

2
 

0٫
5

 0٫
83

66
5

 

0٫
85

87
7

 

0٫
91

73
2

 

1٫
02

72
8

 

1٫
18

40
5

 

0
 

0٫
72

43
7

 

0٫
73

08
6

 

0٫
78

10
5

 

0٫
88

93
7

 

1٫
00

92
6

 

G
P

L
-A

 

1
 

0٫
87

40
8

 

0٫
90

40
2

 

0٫
97

06
5

 

1٫
09

04
3

 

1٫
27

43
 

0٫
5

 0٫
78

50
4

 

0٫
80

75
1

 

0٫
86

66
2

 0٫
97

74
9

 

1٫
13

59
1

 

0
 

0٫
68

49
7

 

0٫
69

23
2

 

0٫
74

27
2

 

0٫
85

07
6

 

0٫
97

20
6

 

G
P

L
-V

 

1
 

0٫
87

06
6

 

0٫
90

16
2

 

0٫
96

82
9

 

1٫
08

80
9

 

1٫
27

19
6

 

0٫
5

 0٫
78

46
2

 

0٫
80

71
 0٫

86
61

5
 

0٫
97

69
 1٫

13
51

1
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0
 

0٫
68

70
1

 

0٫
69

43
 0٫

74
45

8
 

0٫
85

23
7

 

0٫
97

32
2

 

G
P

L
-O

 

1
 

0٫
86

54
4

 

0٫
89

38
9

 

0٫
95

68
9

 

1٫
06

99
6

 

1٫
24

36
8

 

0٫
5

 0٫
77

35
7

 

0٫
79

46
6

 

0٫
85

02
6

 

0٫
95

45
3

 

1٫
10

32
3

 

0
 

0٫
67

07
2

 

0٫
67

7
 0٫

72
40

4
 

0٫
82

53
3

 

0٫
93

76
9

 

G
P

L
-U

D
 

1
 

0٫
92

27
8

 

0٫
95

03
6

 

1٫
01

34
1

 

1٫
12

66
1

 

1٫
30

11
5

 

0٫
5

 0٫
82

39
3

 

0٫
84

51
7

 

0٫
90

14
3

 

1٫
00

71
8

 

1٫
15

78
6

 

0
 

0٫
71

33
3

 

0٫
71

92
6

 

0٫
76

75
9

 

0٫
87

21
5

 

0٫
98

72
7

 

در مقایسه تأثیر درصد وزنی گرافن در 

های مختلف گرافن مشاهده شد که حداکثر  توزیع

% وزنی گرافن و توزیع گرافن 1فرکانس مربوط به 

است و همچنین حداقل فرکانس  GPL-Xنوع 

% وزنی گرافن و توزیع گرافن نوع 0مربوط به 

GPL-O  است. حداکثر اختلاف ناشی از درصد

 % است.30های مختلف  وزنی گرافن در توزیع

 

‌گیری‌نتیجه.‌4

 یا رهیورق دا کارتعاش آزاد ی رفتارمقاله،  نیدر ا

با  شده یتتقو FGشده از مواد متخلخل  ساخته

. شد یبار بررس نیاول یگرافن برا نانوذرات

تخلخل  عیو توز GPL یالگو نی، بهتررو ینازا

قرار دارد به  ارتعاشتأثیر  که ورق تحت یزمان

استخراج و حل معادله حاکم  یاآید. بر دست می

مرتبه  یشکل برش رییتغ هیبر حرکت ورق، از نظر

 یاجزا کردیبه همراه رو CLPT یجا ل بهاو

 مختلف شامل یمحدود استفاده شد. اثر پارامترها

 ، الگو و درصدمختلف یها تخلخل بیضرا و عیتوز

گاهی مختلف  ، شرایط تکیهGPL نانوپرکننده یوزن

 و نسبت ضخامت به شعاع مختلف هندسه ورق بر

از  ی. برخشد یای بررس ورق دایره ارتعاشات

 است: ریمهم پژوهش حاضر به شرح ز های یافته

به دلیل کاهش سفتی و خواص  یعیفرکانس طب -

کاهش  تخلخل یکسر حجم شیبا افزامکانیکی 

 ؛ابدی یم

فرکانس طبیعی در تخلخل نوع اول در مقایسه  -

 بالاتر گزارش شد؛ ها تخلخلبا سایر 

تخلخل مشاهده شد توزیع مختلف  یالگوهادر  -

ی بالاتری ارائه ها فرکانس، GPL-Xگرافن نوع 

توان نتیجه گرفت که افزایش خواص  یمدهد.  می

و سفتی مواد در سطوح بالا و پایین، تأثیر 

های طبیعی دارد.  توجهی بر افزایش فرکانس قابل

توان گفت که در ورق  یمهمچنین با بیانی دیگر 

، با توجه به ماهیت و الگوی GPL-Xشده با  یتتقو

فزایش خواص و سفتی این نوع از گرافن که باعث ا

ی ها فرکانسشود،  یممواد در سطوح بالا و پایین 

 شود؛ یمبالاتری مشاهده 

در تمام الگوهای مختلف تخلخل مشاهده شد  -

، GPL-O شده با توزیع گرافن نوع یتتقوکه ورق 

تری نسبت به سایر  های طبیعی پایین فرکانس

توان نتیجه گرفت، خواص مواد  یمها دارد.  توزیع

مت تأثیر کمتری ی میانی راستای ضخاها خشبدر 

 .بر ارتعاشات دارد

گاه  گاه گیردار در مقایسه با تکیه در شرایط تکیه -

های طبیعی ورق محدوده بسیار  ساده، فرکانس

یردار سفتی بالاتری ارائه گگاه  بالاتری دارند. تکیه

و نتایج حاصل نیز با این موضوع در  دهد یم

 انطباق هستند؛

ی از شعاع به تر کوچکهای  بتورق با نس -

های طبیعی بالاتری دارد.  ضخامت نیز فرکانس

این بدان معناست که با افزایش ضخامت، سفتی 
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های طبیعی  فرکانس جهیدرنتسازه افزایش و 

 یابد؛ افزایش می

درصد وزنی گرافن  1مشخص شد با افزایش  -

 یابد. %  افرایش می30های طبیعی تا  فرکانس
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