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 ياتنش در مختصات استوانه .2شکل 

 

 

 

z -θ-r 

𝝏𝝈𝒓𝒓

𝝏𝒓
+

𝟏

𝒓

𝝏𝝉𝒓𝒛

𝝏𝜽
+

𝝏𝝉𝒓𝒛

𝝏𝒛
+

𝝈𝒓𝒓−𝝈𝜽𝜽

𝒓
= 𝟎  

𝜕𝜏𝑟𝜃

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝜏𝜃𝑧

𝜕𝑧
+

2𝜏𝑟𝜃

𝑟
= 0  

𝜕𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝑧

𝜕𝜃
+

𝜕𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧
+

𝜏𝑟𝑧

𝑟
= 0  

𝜏
𝑟𝜃

= 𝜏
𝜃𝑟

 ,𝜏
𝜃𝑧

= 𝜏
𝑧𝜃

 ,𝜏
𝑧𝑟

= 𝜏
𝑟𝑧

𝜎
𝑟𝑟

 , 𝜎𝜃𝜃 , 𝜎𝑧𝑧 

𝜏
𝑟𝜃

= 𝐺 × 𝑒𝜃𝑟 , 𝜏𝜃𝑧
= 𝐺 × 𝑒𝑧𝜃 , 𝜏

𝑧𝑟
= 𝐺 × 𝑒𝑟𝑧  

𝐺 =
𝐸

2(1+𝜐)
  

𝜆 =
𝐸𝜐

(1+2𝜐)(1−𝜐)
  

𝐺 , 𝐸 , 𝜐

 

𝜎
𝑟𝑟

= 𝜆(𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜃𝜃 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝐺𝑒𝑟𝑟  

𝜎
𝜃𝜃

= 𝜆(𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜃𝜃 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝐺𝑒𝜃𝜃  

𝜎
𝑧𝑧

= 𝜆(𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜃𝜃 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝐺𝑒𝑧𝑧  

 

𝑒𝑟𝑟 =
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
  

𝑒𝜃𝜃 =
𝜕𝑢𝜃

𝑟𝜕𝜃
+

𝑢𝑟

𝑟
 

𝑒𝑟𝜃 =
1

2
(
𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
−

𝑢𝜃

𝑟
+

𝜕𝑢𝑟

𝑟𝜕𝜃
)  

𝑒𝑧𝑧 =
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
  

𝑒𝜃𝑧 =
𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝑟𝜕𝜃
  

𝑒𝑟𝑧 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
)  

rz , θ

𝜎𝑟𝑟 = 𝜆 (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢𝜃

𝑟𝜕𝜃
+

𝑢𝑟

𝑟
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) + 2𝐺

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
  

𝜎𝜃𝜃 = 𝜆 (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢𝜃

𝑟𝜕𝜃
+

𝑢𝑟

𝑟
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) +

2𝐺 (
𝜕𝑢𝜃

𝑟𝜕𝜃
+

𝑢𝑟

𝑟
)  

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆 (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑢𝜃

𝑟𝜕𝜃
+

𝑢𝑟

𝑟
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) + 2𝐺

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
  

𝜏𝑟𝜃 = 𝐺 (
𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
−

𝑢𝜃

𝑟
+

𝜕𝑢𝑟

𝑟𝜕𝜃
)  

𝜏𝜃𝑧 = 𝐺 (
𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝑟𝜕𝜃
)  

𝜏𝑟𝑧 = 𝐺 (
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
)  

𝛻
2

𝛻

𝜇𝐺 𝜌

𝜇𝛻2𝑢 + (𝜆 + 𝜇)𝛻(𝛻 × 𝑢) = 𝜌
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2   

𝜙𝐻𝑢

 𝜙𝐻

𝑢 = 𝛻𝜙 + 𝛻 × 𝐻 

𝐻 = 𝐻𝑟𝑖̂𝑟 + 𝐻𝜃𝑖̂𝜃 + 𝐻𝑧𝑖̂𝑧 

𝜈1
2𝛻2𝜙 =

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 , 𝜈1 = √
𝜆+2𝜇

𝜌
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𝜈2
2𝛻2𝐻 =

𝜕2𝐻

𝜕𝑡2 , 𝜈2 = √
𝜇

𝜌
  

𝜈2 , 𝜈1

 𝜙𝐻

𝜙(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑓(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝐻𝑟(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑔𝑟(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝐻𝜃(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑔𝜃(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝐻𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑔𝑧(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑛𝐾𝑧

𝜔𝑡

𝑓(𝑟), 𝑔𝑟(𝑟), 𝑔𝜃(𝑟), 𝑔𝑧(𝑟)

.

𝑓(𝑟) = 𝐴1𝐽𝑛(𝛼𝑟) + 𝐵1𝑌𝑛(𝛼𝑟)  

𝑔𝑧(𝑟) = 𝐴2𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐵2𝐼𝑛(𝛽𝑟)  

𝑔𝑟(𝑟) − 𝑔𝜃(𝑟) = 𝐴3𝐽𝑛+1(𝛽𝑟) + 𝐵3𝑌𝑛+1(𝛽𝑟)  

𝑔𝑟(𝑟) + 𝑔𝜃(𝑟) = 𝐴4𝐽𝑛−1(𝛽𝑟) + 𝐵4𝑌𝑛−1(𝛽𝑟)  

2𝑔1(𝑟) = 𝑔𝑟(𝑟) − 𝑔𝜃(𝑟)  

2𝑔2(𝑟) = 𝑔𝑟(𝑟) + 𝑔𝜃(𝑟) 

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑟(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑢𝜃(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑢𝜃(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑢𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑧(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑢𝑟(𝑟), 𝑢𝜃(𝑟), 𝑢𝑧(𝑟)

𝜎
𝑟𝑟

(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝜎𝑟𝑟(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

σ
𝑟𝑧

(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝜎𝑟𝑧(𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

σ
𝑟𝜃

(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝜎𝑟𝜃(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝜎
𝑟𝑟

(𝑟) , 𝜎𝑟𝜃(𝑟) , 𝜎𝑟𝑧(𝑟)

 

𝐴1 , 𝐵1 , 𝐴2 , 𝐵2 , 𝐴3 , 𝐵3

{𝜎} = [𝑇]{𝑋}  

{𝑢} = [𝐷]{𝑋}  

{𝑋} = [𝐴1, 𝐵1, 𝐴2, 𝐵2, 𝐴3, 𝐵3]
𝑇  

[
 
 
 
 
 
𝑢𝑟

𝑢𝜃

𝑢𝑧

𝜎𝑟𝑟

𝜎𝑟𝜃

𝜎𝑟𝑧]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐷11 𝐷12 𝐷13 𝐷14 𝐷15 𝐷16

𝐷21 𝐷22 𝐷23 𝐷24 𝐷25 𝐷26

𝐷31 𝐷32 𝐷33 𝐷34 𝐷35 𝐷36

𝑇11 𝑇12 𝑇13 𝑇14 𝑇15 𝑇16

𝑇21 𝑇22 𝑇23 𝑇24 𝑇25 𝑇26

𝑇31 𝑇32 𝑇33 𝑇34 𝑇35 𝑇36 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝐴1

𝐵1

𝐴2

𝐵2

𝐴3

𝐵3]
 
 
 
 
 

  

{𝑑} = [𝑢𝑟 , 𝑢𝜃, 𝑢𝑧, 𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝑟𝜃, 𝜎𝑟𝑧]
𝑇 

{𝑑}𝑏 = [𝐾]𝑏{𝑋}𝑏 

{𝑑}𝑎 = [𝐾]𝑎{𝑋}𝑎 

{𝑋}𝑏 =

{𝑋}𝑎

{𝑑}𝑎 = [𝐾]𝑎[𝐾]𝑏
−1{𝑑}𝑏 

{𝑐1, 𝜌1}{𝑐3, 𝜌3}

𝑐1
2𝛻2(𝑃𝐼

1 + 𝑃𝑅
1) = (

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉. 𝛻)

2
(𝑃𝐼

1 + 𝑃𝑅
1)|

𝑟=𝑎
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 𝑃Ι
1𝑃𝑅

1

𝛻
2

(𝑟, 𝜃, 𝑧)

𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑟2
+

𝜕

𝑟𝜕𝑟
+

𝜕2

𝑟2𝜕𝜃2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 

𝑐3
2𝛻2𝑃𝑇

3 =
𝜕2𝑃𝑇

3

𝜕𝑡2
|
𝑟=𝑏

 

𝑃𝑇
3

𝜕(𝑃𝐼
1+𝑃𝑅

1)

𝜕𝑟
= −𝜌1

𝜕2𝑈𝑟(𝑟,𝜃,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 |
𝑟=𝑎

− 𝑔𝜃(𝑟)  

𝜕𝑃𝑇
3

𝜕𝑟
= −𝜌3

𝜕2𝑈𝑟(𝑟,𝜃,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 |
𝑟=𝑏

  

𝑟 = 𝑎

𝜎𝑟𝑟 + 𝑃1
𝐼 + 𝑃1

𝑅 = 0, 

𝜏𝑟𝜃 = 0, 

𝜏𝑟𝑧 = 0 

𝑟 = 𝑏

𝜎𝑟𝑟 + 𝑃1
𝑇 = 0, 

𝜏𝑟𝜃 = 0, 

𝜏𝑟𝑧 = 0 

][

𝜎𝑟𝑟 + 𝑃1
𝑇 = 0𝑃Ι

1(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)

= 𝑃0 ∑ 𝜀𝑛(−𝑖)𝑛𝐽
𝑛
(𝑘1𝑟𝑟) cos(𝑛𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘1𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑛 = 0,1,2,3, …&𝑖 = √−1 

𝜀
𝑛

𝜀
𝑛

= {1    (𝑛=0)
2    (𝑛≥1)

  

𝐾1𝐽𝑛

𝑛𝑃0  𝜔

𝑘1 =
𝜔

𝑐1
(

1

1 + 𝑀 𝑠𝑖𝑛(𝜓)
) 

𝑀 = 𝑉/𝑐1𝑉

𝑧

𝑘3𝑧 = 𝑘1𝑧  

𝑘3 =
𝜔

𝑐3
  

𝑘3𝑡 = √𝑘3
2 − 𝑘3𝑧

2  

𝑘3𝑡 =
𝜔

𝑐3
(1 −

(𝑐3
𝑐1⁄

)
2

cos2 𝜓

(1+𝑀 sin𝜓)2
)  

z

𝑃𝑅
1(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)

= 𝑃𝑟 ∑ 𝜀𝑛(−𝑖)𝑛𝐻𝑛
1(𝑘1𝑟𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘1𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝑃T
3(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)

= 𝑃𝑡 ∑ 𝜀𝑛(−𝑖)𝑛𝐻𝑛
2(𝑘3𝑡𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘3𝑧𝑧)

∞

𝑛=0

 

𝐻𝑛
1𝐻𝑛

2

𝑛 

𝑇
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 m 

mm

 يسه بعد ين تئوريب ياسه افت انتقال صوت در پوسته استوانهيمقا. 4شکل

 ]14[م يو ک يته و ليسيالاست

𝑘1𝑧𝑘1𝑟

𝑘3𝑡

𝑓𝑟 𝑓𝑐

fcoin

𝑅

 

𝑓𝑟 =
1

2𝜋𝑅
√

𝐸

𝜌
  

𝑓𝑐 =
𝑐1

2(1 + 𝑀 𝑠𝑖𝑛 𝜓)2

2𝜋ℎ
√

12𝜌(1 − 𝜐2)

𝐸
 

 يسه بعد ين تئوريب ياسه افت انتقال صوت در پوسته استوانهيمقا .5شکل

 کيکلاس يته و تئوريسيالاست

 

 
 يار افت انتقال صوت پوسته استوانهه برخورد بياثر زاو .6شکل

 [5سه با کار کوال]يمقا يو خواص پوسته برا يطيط محيشرا .1 جدول

kg/m3 

GPa 

- 

m/s 

m 

mm 

degree 
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𝑓𝑐𝑜𝑖𝑛 =
𝑐1

2(1 + 𝑀 𝑠𝑖𝑛 𝜓)2

2𝜋ℎ 𝑠𝑖𝑛2 𝜓
√

12𝜌(1 − 𝜐2)

𝐸
 

 m mm

𝑀 = 0 

=M

 

 

 
 يااستوانه پوسته صوت انتقال افت رات عدد ماخ بريتاث .7شکل 

 

 يااستوانه پوسته صوت انتقال افت رات شعاع استوانه بريتاث .8شکل 

-استوانه پوسته صوت انتقال افت ر ضخامت استوانه برييرات تغيتاث. 9شکل 

 يا
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 جنس و خواص پوسته .2جدول  

 

kg/m3 

Pa ××

- 

 
 پوست صوت انتقال افت جنس استوانه بر راتيتاث .10شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

A يخارج شعاع(m) 
Bيشعاع داخل(m) 
Cت صوتسرع(m/s) 
dB بل يدس 
E انگيمدول(Pa) 
F فرکانس(1/s) 
G يمدول برش(Pa) 
Hضخامت(m) 
kzيعدد موج محور 
krيعدد موج شعاع 
M عدد ماخ 
N شماره مد 
Pفشارصوت(Pa) 
Ptيفشارصوت داخل(Pa) 
Prفشارصوت منعکس شده(Pa) 
Rشعاع(m) 
T زمان(s) 
Uييجابجا(m) 

σتنش نرمال(Pa) 
ψه برخورد موجيزاو(deg) 
𝜀
𝑛

 ومنيب نيضر 
υ ب پواسونيضر 
𝜔 ياهيسرعت زاو(rad/s) 
𝛻2 نياپراتور لاپلاس 

μ يبرش مدولPa 
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1 . Blaise 

2 . Diffuse field transmission coefficient 

3 . Transmission loss (TL) 

4 .  FGM 

5 . Incident traveling wave 

6 . Trace velocity 

7 . Incoming 

8 . Outgoing 


