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ارائه رويکرد جديد براي طراحي مسير ماهواره با سيستم پيشرانش تراست پايين در 

 جسمي انتقال از مدار ژئو به مدار هالومسئله سه
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  چکیده

جسمي فاز اوليه طراحي مأموريت در مسئله سهدر اين مقاله روش جديدي براي طراحي مسير ماهواره در هدف از اين تحقيق 

به بهينه از نظر زمان مأموريت، از طريق  انتقال از مدار ژئو به مدار هالو ارائه شده است. در اين روش مسير تقريبي و نزديک

ريه با هاي فوصورت سريشود، بدين صورت که زواياي تراست در صفحه و خارج از صفحه بهتخمين زاويه تراست حاصل مي

عنوان به اينکه تعداد دورهاي مسير مشخص نيست، اين پارامتر نيز به شوند. باتوجهضرايب محدود و نامعين در نظر گرفته مي

دليل وجود متغيرهاي تصميم پيوسته و گسسته، الگوريتم  شود. به سازي در نظر گرفته ميمتغير تصميم گسسته مسئله بهينه

سادگي اجرا و  توان به  سازي استفاده شده است. از مزاياي اين روش ميعنوان روش بهينهته بهسازي ازدحام ذرات گسسبهينه

دليل مصرف سوخت، عدم اعمال قيد خاص براي زاويه  حجم کم محاسبات رياضي، در نظر گرفتن تغييرات جرم ماهواره به

شده، طراحي مسير رد. براي ارزيابي روش ارائهبه بهينه اشاره ک تراست نظير تراست مماسي و تعيين زمان و مسير نزديک

شده با دقت  انتقال از مدار ژئو به مدار هالو براي سطوح تراست مختلف بررسي شده است. نتايج نشان دادند که رويکرد ارائه

 دهد.به بهينه را ارائه مي بسيار خوبي تعداد دورهاي مسير، جرم سوخت مصرفي، زمان و مسير نزديک

به بهينه، الگوريتم ازدحام ذرات گسسته جسمي، طراحي اوليه مأموريت، روش تقريبي و نزديکطراحي مسير تراست پايين، مسئله سهکلیدی:  های واژه 

A new approach for low-thrust trajectory design for GEO to HALO 

transfer in three-body problem 

Kamran Daneshjou1, Abbasali Mohammadi Dehabadi2 

1- Professor, School of Mechanical Engineering, Iran University of Science and Technology, Tehran, kjoo@iust.ac.ir 

2- Ph.D candidate, School of Mechanical Engineering, Iran University of Science and Technology, Tehran 

Abstract 

In this study, a new approach is proposed to design low-thrust trajectory in the preliminary design 

phase for GEO to Halo transfer in the three-body problem. In this method, the approximate and near 

optimal trajectory is conducted through guessing thrust angles. In this approach, the in-plane and out of 

plane thrust angles are considered as finite Fourier series with unknown coefficients. Since the number 

of the trajectory revolutions is unknown, this parameter is also considered as a discrete decision 

variable of optimization algorithm. Due to the existence of continues and discrete decision variables, 

discrete particle swarm optimization algorithm is employed to solve the problem. The advantages of 

this method include: simplicity of execution and low volume of mathematical computation, 

considering satellite mass, do not assume special restriction for thrust angle such as tangential thrust 

and determination the near optimal mission duration. In order to evaluate the proposed method, 

Trajectory design of GEO to Halo is performed for several level of thrust. Results indicate that this 

approach determines the number of trajectory revolutions, fuel consumed, near optimal duration and 

trajectory of the mission with high accuracy. 

Keywords: low thrust trajectory design, three-body problem, preliminary design phase, approximate and near 

optimal solution, discrete particle swarm optimization algorithm. 
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 . مقدمه1

هاي ديگر، اکتشافات اعماق فضا و سفر به سياره

نيازمند ايجاد تغييرات بزرگ در سرعت در مدت 

هاي پيشرفته در  طولاني و بنابراين فناوريزمان 

هاي  هاي پيشرانش است. سيستمسيستم

پيشرانش تراست پايين )مانند سيستم پيشرانش 

هاي پيشرانش الکتريکي( در مقايسه با سيستم

هاي شيميايي، ضربه ويژه بالايي دارند و تراست

کنند. پيوسته در مدت زمان طولاني فراهم مي

صورت ها، سوخت بهستمهمچنين در اين سي

شود و مؤثرتري در طي مأموريت مصرف مي

يابد. ظرفيت حمل بار ماهواره افزايش مي

هاي مهمي از اين قبيل، سبب شده است  ويژگي

هاي پيشرانش تراست پايين در چند که سيستم

سال اخير بسيار مورد توجه قرار گيرند و تاکنون 

-کارگيري شدهبه [3-1] مهمي هايدر مأموريت

 اند.

هايي که در طراحي يکي از چالش

هاي با سيستم پيشرانش تراست پايين  مأموريت

وجود دارد، مسئله طراحي مسير بهينه مأموريت 

ه مسائل با دو باشد. اين نوع مسائل در حوز مي

گونه  که حل اين گيرندقرار مي 1مقدار مرزي

خود را دارد.  هاي مخصوص بهمسائل پيچيدگي

هايي که براي حل مسئله طراحي مسير روش

بهينه با سيستم پيشرانش تراست پايين استفاده 

 و 2هاي مستقيمشود، در دو گروه روش مي

گيرند. در اين قرار مي [8-4] 3غيرمستقيم

ها، به دليل وجود متغيرهاي الحاقي، تعداد  روش

شود. همچنين متغيرهاي حالت دو برابر مي

tمقادير متغيرهاي الحاقي در زمان اوليه ) = 0 ،)

يست و با توجه به اينکه مفهوم فيزيکي مشخص ن

معيني ندارند، حدس اوليه اين متغيرها در زمان 

t = دشوار است. در مسئله مينيمم زمان، علاوه  0

بر حدس اوليه متغيرهاي الحاقي، زمان مأموريت 

نيز بايد حدس زده شود؛ بنابراين مشابه 

متغيرهاي الحاقي، بدون آگاهي از زمان تقريبي 

حدس اوليه اين متغير نيز دشوار خواهد مأموريت، 

دهد که . بررسي مطالعات نشان مي[11-9]بود 

ها، براي کاربردهايي که الت کلي اين روشدر ح

طراحي اوليه مأموريت مورد نظر است و بايد 

سناريوهاي مأموريت متفاوت و نسبتاً زياد، با 

شرايط ابتدايي و انتهايي مختلف بررسي شود، 

ترين يکي از رايج .[13و  12]مناسب نيستند 

هايي که براي طراحي مسير ماهواره در فاز روش

 هاي مبتنياوليه مأموريت ارائه شده است، روش

ها يک تابع شکل خاص بر شکل هستند که در آن

شود و براي مسير ماهواره در نظر گرفته مي

ضرايب مجهول اين توابع با استفاده از شرايط 

 شوند. مرزي مسئله محاسبه مي

براي  [15و  14]پتروپولوس و لانگوسکي 

را براي حل  بر شکل اولين بار مفهوم توابع مبتني

به مسيرهاي تراست پايين ارائه مسائل مربوط 

عنوان  ها يک تابع نمايي سينوسي را بهکردند. آن

 16]وي مسير ماهواره در نظر گرفتند. وال و کان

اي معکوس در تابع شکل چندجمله [17و 

تواند اي را ارائه کردند که ميمختصات استوانه

شرايط مرزي موقعيت و سرعت را در سه بعد 

اي چندجمله [18]ارضا کند. وانگ و همکاران 

به معکوس را براي در نظر گرفتن قيود مربوط 

اساس  د دادند. تابع شکلي برشعاع و تراست بهبو

,rمختصات کروي ) θ, z توسط نوواک و وسيل )

از اين  [20]معرفي شد. زي و همکاران  [19]

هاي بزرگ خارج روش براي طراحي مسير حرکت

از  [21]از صفحه استفاده کردند. وسيل و پاسکال 

براي تعريف تابع  4شده اعتدالهاي اصلاحالمان

، وگليئر [22]ه شکل استفاده کردند. در مطالع
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ش شبه طيفي را ارائه کرده است که در آن سه رو

تابع شکل براي مدل کردن مسير در دستگاه 

شود. وگليئر براي اي استفاده ميمختصات استوانه

دليل سادگي  هاي تواني بهتوابع شکل، از سري

ها در نمايش توابع مثلثاتي، ها و توانايي آنآن

تابع  [25-23]استفاده کرد. عبدالخليک و طاهري 

اساس سري فوريه محدود براي تعيين  شکلي بر

هاي مسير ماهواره ارائه کردند. بر خلاف روش

بر شکل قبلي، با اين روش شکل خاصي  مبتني

شود و با انتخاب براي مسير در نظر گرفته نمي

هاي ضرايب مختلف براي سري فوريه، شکل

، تابع [26]ه آيد. در مطالع متفاوتي به دست مي

شکلي بر اساس هودوگراف سرعت ماهواره توسط 

گندلاچ و نومن ارائه شده است. در اين روش 

شکل براي پروفايل  هاي ديگر، تابعبرخلاف روش

اي که مسير شود به گونهسرعت در نظر گرفته مي

گيري از تابع شکل سرعت به  ماهواره، با انتگرال

تابع شکلي  [27]آيد. ژنگ و همکاران دست مي

اي را بررسي  ي چندجملهاساس سري زمان بر

تابع  [29و  28]کردند. همچنين هو و همکاران 

براي طراحي مسير  5اساس منحني بيزر شکلي بر

 تراست پايين ارائه کردند.

شده کلي، هر يک از توابع شکل ارائه در حالت

نقاط ضعف و قوت مربوط به خود را دارند، اما 

حداقل يکي از موارد شامل: صرف نظر کردن از 

دليل مصرف سوخت، در  تغييرات جرم ماهواره به

نظر گرفتن قيود خاص )مانند زاويه تراست 

مماسي( براي تراست اعمالي، ناتواني در حل 

غيراز روش سري  عدي )بهب جسمي سهمسائل سه

جسمي دوبعدي  فوريه که توانايي حل مسائل سه

دليل عدم  سازي بهرا دارد(، ناتواني در بهينه

براين، روش وجود پارامتر آزاد، وجود دارد. علاوه

بر شکلي براي طراحي مسير ماهواره در  مبتني

بعدي انتقال از مدار ژئو به  جسمي سهمسئله سه

 نشده است.مدار هالو ارائه 

هاي فوق،  در اين مطالعه، براي حل چالش

روش جديدي براي طراحي مسير تقريبي و 

نزديک به بهينه در مسئله انتقال از مدار ژئو به 

مدار هالو ارائه شده است که مبتني بر حدس 

باشد. در اين رويکرد براي اينکه  زاويه تراست مي

ي زاويه تراست به تابع خاصي محدود نشود، زوايا

صورت سري تراست در صفحه و خارج از صفحه به

فوريه با ضرايب محدود و نامعين در نظر گرفته 

ها با استفاده از الگوريتم شود که مقادير آنمي

سازي و با هدف مينيمم کردن زمان بهينه

 شود.مأموريت تعيين مي

هاي مقاله بدين صورت بندي بخشتقسيم

له است که در بخش دوم، ديناميک مسئ

بررسي  6جسمي در دستگاه مرجع سينوديک سه

ازآن، در بخش سوم با استفاده از  شود. پسمي

اصل ماکزيمم پونترياگين، سطح تراست براي 

شود. سپس در  مسئله مينيمم زمان تعيين مي

بخش چهارم، روش تقريبي و نزديک به بهينه، 

بيان معادلات ديناميک در دستگاه چرخان قطبي 

شود. درنهايت در سئله ارائه ميو فرايند حل م

بخش پنجم، طراحي مسير در مسئله انتقال از 

مدار ژئو به مدار هالو با استفاده از اين رويکرد، 

 شود. بررسي مي

 

 جسمي بندی مسئله سه . فرمول2

(، نقاطي خالي در L3يا  L1  ،L2نقاط لاگرانژ )

فضا هستند که حاصل تعامل بين گرانش دو 

هاي کوريوليس و گريز از شتابجسم اصلي و 

باشد. موقعيت اين نقاط با مرکز ماهواره مي

هاي ها و شتاب مساوي صفر قرار دادن سرعت

جسمي، محاسبه معادله حرکت مسئله سه
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شود. مدارهاي هالو، مدارهاي متناوب حول  مي

ها در اين مدارها، نقاط لاگرانژ هستند که ماهواره

همين صلي دارند، بهمشاهده مداومي از دو جسم ا

دليل از اين مدارها براي اهداف علمي مانند 

در ادامه  شود. هاي فضايي استفاده مي تلسکوپ

معادلات ديناميک ماهواره در مسئله انتقال از 

 شود.مدار ژئو به مدار هالو بيان مي

براي محاسبه معادلات ديناميک ماهواره در 

 جسمي، از دستگاه مرجع سينوديک مسئله سه

، مبدأ اين 1شکل استفاده شده است. مطابق 

دستگاه بر روي مرکز جرم دو جسم اصلي قرار 

کند، دارد و همراه با دو جسم اصلي دوران مي

به درنتيجه در اين دستگاه، دو جسم اصلي ثابت 

 xهاي اصلي بر روي محور رسند. جسم مي نظر

و حرکت در  xعمود بر محور  yقرار دارند، محور 

با استفاده از  zکند و محور صفحه را توصيف مي

آيد. معادلات قاعده دست راست به دست مي

جسمي در دستگاه سينوديک ديناميک مسئله سه

 :[29و  28]شود صورت زير بيان ميبه

(1)  r̈ + 2ω × r + ω × (ω × r) =

−Gm1

r−r1

r1
3 − Gm2

r−r2

r2
3   

 

 

 . دستگاه مرجع سينودیک1شکل 

 

ثابت گرانش جهاني است.  Gدر معادله فوق،  

r = [x, y, z]T  ،بيانگر موقعيت ماهواره

r1 = [x1, 0,0]T  وr2 = [x2, 0,0]T ترتيب به

 m2و  m1هاي اصلي بيانگر بردار موقعيت جسم

نسبت به مبدأ دستگاه مختصات و 

r1 = √(x − x1)
2 + y2 + z2 و 

 r2 = √(x − x2)
2 + y2 + z2 ترتيب بيانگر به

و  m1هاي اصلي فاصله ماهواره نسبت به جسم

m2 .همچنين است ω = [0,0, Ω]T  بيانگر

هاي اصلي حول مرکز جرم اي جسمسرعت زاويه

 است. 

 zو  x ،yهاي ( برحسب مؤلفه1رابطه )

 شود: صورت زير بازنويسي مي به

(2)  

ẍ − 2Ωẏ − Ω2x = −μ
1

x−x1

r1
3 − μ

2

x−x2

r2
3   

ÿ + 2Ωẋ − Ω2y = −μ
1

y

r1
3 − μ

2

y

r2
3  

z̈ = −μ
1

z

r1
3 − μ

2

z

r2
3  

μدر اين رابطه، 
1

μو  
2

پارامتر گرانشي ترتيب به 

 هاي اصلي اول و دوم است. جسم

جسمي رايج است که در حوزه مسائل سه

سازي شوند که  ي نرمالا گونه بهواحدها 

r12 = x2 − x1 = 1 ،Ω = Gو  1 = باشند.  1

شود که معادلات بعدسازي سبب مي اين نوع بي

 7حرکت فقط به يک پارامتر که پارامتر جرمي

پارامتر جرمي، شود، وابسته باشند. ناميده مي

 شود:صورت زير تعريف مي به

(3) μ̅ =
m2

m1+m2

,  m2 < m1  

 

، مقدار پارامتر جرمي براي مسائل 1جدول در 

 جسمي مختلف ارائه شده است. سه

جسمی  . مقدار پارامتر جرمی برای مسائل سه1جدول 

 مختلف

 پارامتر جرمي هاي اصلي جسم

 012150582/0 ماه -زمين

 0034/3×10-6 زمين -خورشيد

 2268/3×10-7 مريخ-خورشيد
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با توجه به اينکه مبدأ دستگاه مختصات 

 چرخان بر روي مرکز جرم قرار دارد، بنابراين:

(4) m1x1 + m2x2 = 0 

r12همچنين  = x2 − x1  است، درنتيجه

 شود: روابط زير حاصل مي

(5) x1 = −μ̅. r12 = −μ̅, 
x2 = (1 − μ̅). r12 = 1 − μ̅ 

صورت به (5)با استفاده از رابطه  (2)معادلات 

 شود:  زير بازنويسي مي

(6)  

ẍ = 2ẏ + x −
1−μ̅

r1
3 (x + μ̅) −

μ̅

r2
3 (x +

μ̅ − 1)  
ÿ = −2ẋ + y −

1−μ̅

r1
3 y −

μ̅

r2
3 y  

z̈ = −
(1−μ̅)

r1
3 z −

μ̅

r2
3 z  

 اند از: عبارت r2و  r1در روابط فوق، 

(7) r1 = √(x + μ̅)
2

+ y2 + z2 
r2 = √(x + μ̅ − 1)

2
+ y2 + z2  

بر اثر گرانش دو جسم اصلي، تراست اگر علاوه 

جسمي  به ماهواره اعمال شود، مسئله سه هم

شود. در اين حالت، معادلات شده ايجاد ميکنترل

 شود: صورت زير اصلاح ميديناميکي به

 

(8)  

ẍ = 2ẏ + x −
1−μ̅

r1
3 (x + μ̅) −

μ̅

r2
3 (x +

μ̅ − 1) +
uTmax

m
αx  

ÿ = −2ẋ + y −
1−μ̅

r1
3 y −

μ̅

r2
3 y +

uTmax

m
αy  

z̈ = −
(1−μ̅)

r1
3 z −

μ̅

r2
3 z +

uTmax

m
αz  

ṁ = −
uTmax

c
  

αکه  = [αx, αy, αz]
T  بردار يکه در جهت

u تراست، بردار ∈ پارامتر تنظيم دريچه  [0,1]

سرعت گازهاي خروجي سيستم  cو  8گاز

است که با استفاده از رابطه زير به  9پيشرانش

 آيد:دست مي

(9) c = Ispg0  

gو  10ضربه ويژه Ispدر رابطه فوق، 
0

شتاب  

شده  جرم نرمال m گرانش در سطح سياره است. 

 1باشد که مقدار آن در ابتداي مأموريت برابر مي

m(0)شود )در نظر گرفته مي = (. همچنين، 1

نشان داده  mpشده با جرم سوخت مصرفي نرمال

شود که مقدار آن با استفاده از رابطه زير  مي

 گردد:تعيين مي

(10) mp = m(0) − m(tf) = 1 − m(tf) 

rبا در نظر گرفتن  = [x, y, z]T ،

v = [vx, vy, vz]
T  وx = [rT, vT, m]T معادله ،

صورت معادلات فضاي حالت زير بازنويسي به (9)

 شود:مي

(11) 

ẋ = [
ṙ

v̇

ṁ

] =

[

v

g(r) + h(v) + (uTmax/m)α

−uTmax/c
]  

 

 

 اند از: عبارت h(v)و  g(r)که توابع 

 

(12)  

g(r) =

[
 
 
 
 x −

1−μ̅

r1
3 (x + μ̅) −

μ̅

r2
3 (x + μ̅ − 1)

y −
1−μ̅

r1
3 y −

μ̅

r2
3 y

−
(1−μ̅)

r1
3 z −

μ̅

r2
3 z ]

 
 
 
 

  

h(v) = [
2vy

−2vx

0

]  

در اين مطالعه، انتقال بين دو وضعيت معين 

مدنظر است )مسئله با دو مقدار مرزي(، بنابراين 

صورت زير تعريف شرايط مرزي مسئله به 

 شود: مي

(13) v(ti) = vi r(ti) = ri 

  m(ti) = m0 = 1 

 v(tf) = vf r(tf) = rf 

ترتيب بيانگر زمان به tfو   tiدر روابط فوق 
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 شروع و پايان مأموريت است. 

 

بندی کنترل بهینه برای مسئله  . فرمول3

 مینیمم زمان

در فاز اوليه طراحي مأموريت، محاسبه کمترين 

زمان مأموريت براي هر شتاب تراست معين 

(Tmax ضروري است ،)[32]ديگر،  عبارت . به

مسئله مينيمم زمان بايد قبل از هر مسئله 

سازي سوخت و انرژي(  سازي ديگر )بهينه بهينه

حل شود، زيرا اگر زمان کمتري نسبت به زمان 

پذير مينيمم در نظر گرفته شود، مأموريت امکان

 نخواهد بود. 

از قوانين کنترل  در اين بخش با استفاده

بهينه، سطح تراست سيستم پيشرانش براي 

 شود. مسئله مينيمم زمان تعيين مي

صورت زير براي مسئله مينيمم زمان، تابعي به

 است:

(14)  Jt = ∫ 1 dt
tf
0

  
صورت زير تعريف همچنين، هميلتونين به

 :[33]شود مي

(15)  
H(x(t), u(t), λ(t), t) =

L(x(t), u(t), t) +

λT(t)f(x(t), u(t), t)  
و  x(t)يک تابع اسکالر و   Lرابطه فوق،در 

u(t)  به ترتيب متغيرهاي حالت و کنترلي مسئله

ناميده  11بردار متغيرهاي الحاقي λهستند و 

در  (14)و  (11)هاي  شود. با جايگذاري رابطه مي

صورت زير به دست هميلتونين به (15)معادله 

 آيد:مي

(16) 
Ht = λr. v + λv. [g(r) + h(v) +

(
uTmax

m
) α]  

−λm (
uTmax

c
)  + 1  

عبارتي همچنين معادلات اويلر لاگرانژ )يا به

 اند از: معادله متغيرهاي الحاقي( عبارت

 

 

(17)  

λ̇r = (−
∂Ht

∂r
)
T

== −GTλv  

λ̇v = (−
∂Ht

∂v
)
T

= −λr − HTλv  

λ̇m = −
∂Ht

∂m
= −

Tmax

m2
u(λv. α)  

هاي زير  با استفاده از رابطه  Hو G که توابع 

 شوند:محاسبه مي

(18)  
G =

∂g(r)

∂r
  

H =
∂h(v)

∂v
  

بنابراين مجموعه معادلات ديفرانسيل مسئله 

بندي کنترل  مينيمم زمان با استفاده از فرمول

( (11)بهينه، از ترکيب معادلات ديناميک )رابطه 

( به (17))رابطه و معادلات متغيرهاي الحاقي

 آيد: دست مي

(19)  [
 
 
 
 
 

ṙ
v̇
ṁ
λ̇r

λ̇v

λ̇m]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

v
g(r) + h(v) + (uTmax/m)α

−uTmax/c

−GTλv

−λr − HTλv

−Tmaxuλv/m
2 ]

 
 
 
 
 

  

 ∗uو  ∗αمنظور تعيين متغيرهاي کنترلي به

براي مسير بهينه، از اصل ماکزيمم پونترياگين 

اساس اين اصل، هميلتونين  شود. براستفاده مي

در طول مسير بهينه بايد مينيمم باشد. بنابراين، 

با توجه به اينکه همواره 
uTmax

m
≥ ، بايد جهت  0

 صورت زير باشد:بردار تراست به

(20) α∗ = −
λv

λv
  

، (16)در معادله  (19)با جايگذاري رابطه 

 شود:صورت زير بازنويسي مي معادله هميلتونين به

(21) 
Ht = λr. v + λv. [g(r) + h(v)] +

St (
uTmax

c
) + 1  
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Stکه  = −
c

m
λv − λm 12تابع سوييچينگ 

 شود.ناميده مي

مينيمم شود، با توجه  (21)براي اينکه رابطه 

به مقدار تابع سوييچينگ، دو مقدار براي متغير 

 وجود دارد: ∗uکنترلي 

(22) {
u∗ = 0    if   St > 0 
u∗ = 1   if   St < 0

  

 13با توجه به اينکه زمان مسئله محدود نيست

و همچنين مقدار سوخت معيني براي انتهاي 

 مأموريت در نظر گرفته نشده است، بنابراين، بر

، نتايج زير حاصل [33] 14اساس شرايط تعامد

 :شود يم

(23) Ht(tf) = 0  

λm(tf) = 0  
اساس رابطه فوق، مقدار متغير الحاقي  بر

مربوط به جرم در انتهاي مأموريت برابر صفر است 

(λm(tf) = نشان  (17)(، از طرف ديگر رابطه 0

دهد که نرخ تغييرات متغير الحاقي جرم مي

λ̇mنسبت به زمان منفي است ) = −
Tmax

m2
uλv <

λm(t)بنابراين (،0 > St   و در نتيجه  0 < 0 

، (21)اساس رابطه  است. با توجه به اين نکته و بر

براي اينکه هميلتونين در طي مسير بهينه در 

∗uبايست  کمترين مقدار خود باشد، مي = 1 

توان به اين نتيجه مهم  ديگر مي عبارت باشد. به

نيمم زمان، تراست يافت که در مسئله مي  دست

 بايد همواره روشن و در حداکثر مقدار خود باشد. 

 

. ارائه روش حل تقريبي و نزديک به 4

 بهینه
در بخش سوم اين نتيجه مهم حاصل شد که در 

مسئله مينيمم زمان تراست همواره روشن و در 

حداکثر مقدار خود قرار دارد. با استفاده از اين 

براي طراحي  نکته، در اين بخش روش جديدي

 شود.  مسير تقريبي و نزديک به بهينه ارائه مي

( δ(t)در اين رويکرد، زاويه تراست در صفحه )

صورت يک سري ( بهϕ(t)و خارج از صفحه )

فوريه با ضرايب محدود و نامعين در نظر گرفته 

 شود: مي

(24)  

δ(t) =
a0

2
+ ∑ ancos (

nπ

tf
t) +

Nδ
n=1

bnsin (
nπ

tf
t)  

ϕ(t) =
c0

2
+ ∑ cncos (

nπ

tf
t) +

Nϕ

n=1

dnsin (
nπ

tf
t)  

,anکه  bn  وcn, dn ترتيب ضرايب سري  به

فوريه زاويه تراست در صفحه و خارج از صفحه 

صورت  در نظر گرفتن زاويه تراست به .هستند

سري فوريه به اين دليل است که توابع پيوسته را 

 توان برحسب سري فوريه محاسبه کرد.  مي

بر مينيمم شدن زمان ه در اين رويکرد، علاو

 (24)مأموريت، ضرايب سري فوريه رابطه 

اي تعيين شوند که شرايط گونهبايست به مي

ابتدايي و انتهايي مسئله ارضا شود. به همين دليل 

براي تعيين ضرايب سري فوريه از الگوريتم 

شود که در آن، زمان سازي استفاده مي بهينه

و ضرايب سري  عنوان تابع هدفمأموريت به

سازي فوريه، متغيرهاي تصميم مسئله بهينه

 هستند.

نکته مهمي که بايد به آن توجه کرد اين است 

شود، اما  که طبيعتاً شرايط ابتدايي مسئله ارضا مي

شده، يک روش  با توجه به اينکه روش ارائه 

باشد، ممکن است شرايط انتهايي که با تقريبي مي

آيد، با شرايط دست مياستفاده از حل مسئله به 

موردنظر مسئله يکسان نباشد و با يکديگر اختلاف 

ديگر، اگر وضعيت نهايي  عبارتداشته باشند. به

و وضعيت نهايي که با حدس  xfموردنظر مسئله 

زاويه تراست و حل معادلات ديناميکي به دست 

 باشد، آنگاه: x(tf)آيد، مي

(25) |xf − x(tf)| = ζ 



 

14 

  1 شماره -12سال 

 1402بهار و تابستان 

 نشریه علمی 

 دانش و فناوری هوا فضا

 

 

 

 
 

  
د ب

دی
 ج

رد
ویک

 ر
ئه

ارا
تم

س
سي

با 
ه 

وار
اه

 م
ير

س
 م

ی
راح

 ط
ی

را
  

ش 
ران

ش
پي

 

  
سه

ه 
سئل

 م
در

ن 
ایي

ت پ
اس

تر
لو

ها
ر 

دا
 م

به
و 

ژئ
دار

 م
 از

ال
تق

ی ان
سم

ج
 

 

 

براي اينکه اختلاف در وضعيت نهايي از مقدار 

معيني بيشتر نشود و مسئله واقعي نزديک باشد، 

شود. در نظر گرفته مي ζمقدار مشخصي براي 

صورت يافتن ضرايب سري بنابراين مسئله به

اي که زمان مأموريت  گونه به (24)فوريه رابطه 

مينيمم شود و اختلاف در وضعيت نهايي از مقدار 

ζ شود. اين تعريف بيانگر بيشتر نشود، بيان مي

سازي مقيد اين است که با يک مسئله بهينه

 د. شو بررسي مي 2-4سروکار داريم که در بخش 

موضوع مهم ديگري که در استفاده از رويکرد 

شده اهميت دارد، انتخاب دستگاه مختصات  ارائه

مناسب )کارتزين يا قطبي( براي بيان معادلات 

ديناميکي و شرايط مرزي است. در ابتدا، دستگاه 

مختصات چرخان کارتزين )دستگاه مرجع 

سينوديک( انتخاب شد و از معادلات در اين 

شده استفاده  اي بررسي رويکرد ارائهدستگاه، بر

هاي  شد. نتايج نشان داد که در اين حالت پاسخ

آيد، زيرا در اين دستگاه  مناسبي به دست نمي

توان تعداد دورهاي مسير را کنترل کرد و بايد نمي

از شکل قطبي معادلات حرکت براي حل مسئله 

استفاده شود. منظور از کنترل تعداد دورهاي 

مثال فرض شود  عنوان ست که اگر بهمسير اين ا

موقعيت نهايي ماهواره در دستگاه مختصات 

,x)کارتزين  y) = باشد، در اين حالت  (1,1)

 صورتموقعيت ماهواره در دستگاه قطبي به 

(r, θ) = (√2, 2πNrev + π/4)شود،  تعريف مي

يک عدد حسابي و بيانگر تعداد دورهاي  Nrev که 

مسير است. بنابراين به ازاي يک موقعيت در 

شمار موقعيت در دستگاه مختصات کارتزين، بي

دستگاه مختصات قطبي وجود دارد و اين ويژگي 

شود که بتوان تعداد دورهاي مسير را در سبب مي

 دستگاه مختصات قطبي کنترل کرد. 

ر دستگاه مختصات اگر شرايط نهايي مسئله د

قطبي ارائه شود، زاويه قطبي نهايي مشخص است 

و نيازي به يافتن تعداد دورهاي مسير نيست، اما 

شود که شرايط انتهايي در مشکل زماني ايجاد مي

دستگاه مختصات کارتزين بيان شود. در اين 

حالت بايد شرايط انتهايي از دستگاه مختصات 

تبديل شوند،  کارتزين به دستگاه مختصات قطبي

اما در اين حالت تعداد دورهاي مسير مشخص 

نيست )مثالي که در بالا ارائه شد(. براي حل اين 

مشکل، فرض شده است که تعداد دورهاي مسير 

سازي نيز يکي از متغيرهاي تصميم الگوريتم بهينه

باشد و مقدار آن با استفاده از الگوريتم 

ر، زاويه ديگ عبارت سازي تعيين شود. به بهينه

صورت زير در نظر گرفته قطبي شرايط انتهايي به

 شود:مي

(26)   θ(tf) = 2πNrev + θf 
 

زاويه قطبي است که از طريق تبديل  θfکه 

شرايط انتهايي از دستگاه مختصات کارتزين به 

آيد و مقدار  دستگاه مختصات قطبي به دست مي

,0]آن در بازه  2π)  است. با توجه به اينکه متغير

، يک متغير گسسته محسوب Nrevتصميم 

شود )برخلاف زمان مأموريت و ضرايب سري  مي

فوريه که متغيرهاي پيوسته هستند(، مسئله 

سازي متشکل از متغيرهاي تصميم گسسته بهينه

همين دليل، در اين و پيوسته خواهد بود. به

حام ذرات ي ازدساز نهيبهمطالعه از الگوريتم 

براي حل مسئله استفاده شده  [34] 15گسسته

 است. 

شده در اين  ي روش ارائهريگکار بهبنابراين، 

شود که مسئله تعيين تعداد مطالعه سبب مي

هاي مبتني بر شکل روش بهمربوطدورهاي مسير 

 برطرف شود. 
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. معادلات دينامیک در دستگاه چرخان 4-1

 قطبي

شده در بخش قبل، براي  با توجه به دلايل مطرح

حل مسئله طراحي مسير انتقال از مدار ژئو به 

هالو، به معادلات در دستگاه چرخان قطبي مدار 

16) که مبدأ آن بر روي زمين
(ECRF  ،قرار دارد

-، رابطه بين مؤلفه2شکل نياز است. با توجه به 

مرجع  و دستگاه ECRFهاي قطبي دستگاه 

 صورت زير است: سينوديک به

 

(27) 

x + μ̅ = rEcos(θE)  

y = rEsin(θE)  
rE = √(x + μ̅)2 + y2  

θE = tan−1(
y

x+μ̅
)  

ṙE =
ẋ(x+μ̅)+ẏy

√(x+μ̅)2+y2
  

θ̇E =
ẏ(x+μ̅)−ẋy

y2+(x+μ̅)2
  

 

و ضرب  (8)در رابطه  (27)با جايگذاري رابطه 

معادلات حاصله در ماتريس دوران، مدل 

گاه جسمي محدود در دستديناميکي مسئله سه

 آيد:صورت زير به دست ميبه ECRFقطبي 

 

(28) 

r̈E = rE(1 + θ̇E)
2

− μ̅cos(θE) −
(1−μ̅)rE

RS/E−E
3 −

μ̅(rE−cos(θE))

RS/M−E
3 +

uTmax

m
sin(δ). sin(ϕ)  

θ̈E =
1

rE
[−2ṙE(1 + θ̇E) +

μ̅sin(θE)(1 −
1

RS/M−E
3 ) +

uTmax

m
cos(δ). sin(ϕ)]  

z̈ = [−
(1−μ̅)

RS/E−E
3 −

μ̅

RS/M−E
3 ] z +

uTmax

m
cos(ϕ)  

ṁ = −
Tmax

c
  

 
های دستگاه مرجع سينودیک و  . رابطه بين مؤلفه2شکل 

 چرخان قطبی زمين و ماه   دستگاه

 

 فوق،  درروابط

RS/M−E = √rE
2 − 2rEcos(θE) + z2 + و  1

RS/E−E = √rE
2 + z2 باشد. همچنين شرايط مي 

که در دستگاه مرجع سينوديک  - (13) مرزي

به  (27)با استفاده از رابطه  -بيان شده است

تبديل  ECRFه قطبي شرايط مرزي در دستگا

 شوند:مي

 ṙE  (ti) = ṙi rE  (ti) = ri 

 θ̇E(ti) = θ̇i θE(ti) = θi 

 żE(ti) = żi zE(ti) = zi 

(29) m(ti) = m0 = 1 

 ṙE  (tf) = ṙf rE  (tf) = rf 

 θ̇E(tf) = θ̇f θE(tf) = θf 

 żE(tf) = żf zE(tf) = zf 

 سازی مقید . بهینه4-2

صورت مينيمم يا سازي مقيد بهمسئله بهينه

اي که  گونه ، بهf(x)ماکزيمم کردن تابع هدف 

قيود مساوي و نامساوي زير ارضا شود، تعريف 

 شود:مي

(30) 
g
i
(x) ≤ g

i
0, i = 1, … , m 

hj(x) ≥ hj
0, j = 1,… , n 

kl(x) = kl
0, l = 1,… , p 

بيانگر متغيرهاي تصميم  xدر روابط فوق، 

gسازي و مسئله بهينه
i
(x) ،hj(x)  وkl(x)  قيود

به مسئله هستند که در حالت کلي تابعي مربوط 
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giباشند.  از متغيرهاي تصميم مسئله مي
0 ،hj

و  0

kl
 مقادير مجاز مربوط به قيود هستند. 0

هاي رايج که در حل مسائل يکي از روش

هاي هوشمند سازي مقيد با استفاده از روشبهينه

. [35]ست ا 17شود، روش تابع جريمه استفاده مي

در اين روش، تابع هدف جديدي براي مسئله 

اصلي مسئله و  شود که از تابع هدفتعريف مي

شده براي مسئله  ميزان تخطي از قيود تعريف

تشکيل شده است. درواقع، در اين روش اگر قيود 

مسئله ارضا نشود، به ميزان تخطي از قيود، تابع 

شود. بنابراين هدف اصلي مسئله جريمه مي

صورت سازي در روش تابع جريمه به مسئله بهينه

ر تعريف شده زي مينيمم کردن تابع هدف اصلاح

 شود:مي

 

(31) min (f(x) + ∑ wivi

m+n+p

i=1
) 

 

ميزان تخطي از قيود  viدر رابطه فوق، 

ضرايب  wiباشد و شده براي مسئله مي تعريف

وزني هستند که بيانگر ميزان اهميت هر يک از 

با استفاده  (30)براي قيود  viباشد. مقدار قيود مي

 آيد:از رابطه زير به دست مي

 

(32) 

vgi
= max (

gi(x)−gi
0

gi
0

, 0)  

vhj
= max (

hj
0−hj(x)

hj
0 , 0)  

vkl
= |

kl
0−kl(x)

kl
0 |  

 

 . فرايند حل مسئله4-3

در  (24)ديناميک ماهواره با جايگذاري رابطه 

آيد. همچنين قيود ، به دست مي(28)معادلات 

شود: صورت زير تعريف ميانتهايي مسئله به

 

(33) 

|rf
′ − rf| < ζr 

|θf
′ − (2πN + θf)| < ζθ 

|zf
′ − zf| < ζz 

|ṙf
′ − ṙf| < ζṙ 

|θ̇f
′ − θ̇f| < ζθ̇ 

|żf
′ − żf| < ζż 

,rf]که  θf, zf, ṙf, θ̇f, żf]  شرايط نهايي

rf]موردنظر مسئله و 
′, θf

′, zf
′, ṙf

′, θ̇f
′, żf

مقادير  [′

انتهايي است که با استفاده از حل معادلات 

آيد. متغيرهاي ديناميکي ماهواره به دست مي

 سازي عبارتند از:تصميم مسئله بهينه

 

(34) 
DV =
[Nrev, tf, a0, a1, a2, ⋯ , aNδ

, b1, b2, ⋯,  

bNδ
, c0, c1, c2, ⋯ , cNϕ

, d1, d2, ⋯ , dNϕ
]  

 

با توجه به اينکه از روش تابع جريمه براي حل 

سازي مقيد استفاده شده است، تابع  مسئله بهينه

صورت زير  به (31)اساس رابطه  هدف مسئله بر

 شود:تعريف مي

 

(35)  J
f
= tf + ∑ vi

6
i=1   

 

به دست  (32)با استفاده از رابطه اول  viکه 

دليل اينکه کليه قيود مسئله اهميت  آيد. بهمي

wiيکساني دارند،  =  باشد. مي 1

 

 ی عددیساز هیشب. 5

شده،  در اين بخش با استفاده از رويکرد ارائه

طراحي مسير انتقال از مدار ژئو به مدار هالو براي 

شود. در  سطوح تراست مختلف بررسي مي

ترتيب شرايط اوليه، شرايط ، به4تا  2هاي  جدول

انتهايي و مشخصات سيستم پيشرانش ارائه شده 

 است. 
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. شرایط اوليه مسئله انتقال از مدار ژئو به مدار 2جدول 

 هالو

 مقدار شرايط اولیه

xi(LU) 019488511458668/0- 

yi(LU) 016033479812051/0- 

zi(LU) 0 

ẋi(LU/TU) 918881923678198/8 

ẏi(LU/TU) 081793688818725/4- 

żi(LU/TU) 0 

 
. شرایط انتهایی مسئله انتقال از مدار ژئو به 3جدول 

 مدار هالو

 مقدار شرايط انتهايي

xf(LU) 823385182067467/0 

yf(LU) 0 

zf(LU) 022277556273235/0- 

ẋf(LU/TU) 0 

ẏf(LU/TU) 134184170262437/0 

żf(LU/TU) 0 

 
 . مشخصات سيستم پيشرانش4جدول 

 مقدار پارامتر

M0(kg) 1500 

Isp(s) 3000 

TN_max(N) 10  2و  5و 

 

  TUواحد طولي و  LUهاي بالا،  در جدول

واحد زماني هستند که مقادير اين دو پارامتر 

  ماه - ترتيب برابر فاصله زمين به

(3.84405000 × 105 km و مدت زماني است )

ماه( حول مرکز جرم  –که دو جرم اصلي )زمين

دهند  يک دوران کامل انجام مي

(3.75676967 × 105 s 4جدول (. در ،TN_max 

جرم اوليه ماهواره  M0ماکزيمم نيروي تراست و 

، 4 جدولباشد. مطابق  در زمان شروع مأموريت مي

طراحي مسير براي سه سطح نيروي تراست 

شود، که در ادامه نتايج هر يک مختلف انجام مي

 شود. از موارد ارائه مي

TN_max. سطح تراست 5-1 = 10N  

صورت در اين حالت، زاويه تراست در صفحه به

سري فوريه مرتبه پنج و زاويه تراست خارج از 

نظر صورت سري فوريه مرتبه هشت در صفحه به

ترتيب ، به4 و 3هايگرفته شده است. در شکل

ي ماهواره در دستگاه بعد سه ي ودوبعدمسير 

ECRF  شکلنشان داده شده است. همچنين در 

 r ،θهاي  ( در جهتTa، پروفايل شتاب تراست )5

 شده ترسيم شده است. و جرم سوخت نرمال zو 

شده، جرم  سنجي روش ارائهبراي صحت

شده و زمان مأموريت  سوخت مصرفي نرمال

حاصل از اين رويکرد همراه با نتايج حاصل از 

که به حل مسئله با استفاده از روش  [36]مرجع 

غيرمستقيم )که روش دقيق و بهينه طراحي 

 باشد( پرداخته است، در مسير مي

 

ارائه شده است. همچنين مسير  5جدول 

 3ماهواره با استفاده از روش غيرمستقيم در شکل 

و شکل  5ترسيم شده است. تحليل نتايج جدول 

شده با دقت بسيار دهد که روش ارائهنشان مي 4

في، خوبي تعداد دورهاي مسير، جرم سوخت مصر

 دهد.زمان و مسير نزديک به بهينه را ارائه مي

 
برای  ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  . مسير دو3شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱 = 𝟏𝟎𝐍 شده و روش با استفاده از رویکرد ارائه

 غيرمستقيم
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 ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  مسير سه .4شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱برای  = 𝟏𝟎𝐍 

 
 

 
، 𝐫های  ( در جهت𝐓𝐚. پروفایل شتاب تراست )5شکل 

𝛉  و𝐳 و جرم سوخت نرمال( شده𝐦(𝐭) برای )

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱 = 𝟏𝟎𝐍 
 

 

شده و  . نتایج حاصل از حل مسئله با روش ارائه5جدول 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱برای  [36]نتایج حاصل از مرجع  = 𝟏𝟎𝐍 

 خطا [36]مرجع   روش حاضر پارامتر

mp 1554/0 538/1 
 %

1016/1 

tf(TU) 8265/1 8065/1 
 %

1097/1 

Nrev 5 5 0 
 

TN_max . سطح تراست5-2 = 5N  

در اين مسئله، زاويه تراست در صفحه و زاويه 

صورت سري ترتيب بهتراست خارج از صفحه به

فوريه مرتبه پنجم و نهم در نظر گرفته شده است. 

نتايج حاصل از حل مسئله ارائه شده  6جدول در 

بعدي ماهواره است. همچنين، مسير دوبعدي و سه

 7شکل و  6شکل ترتيب در  به ECRFدر دستگاه 

هاي مختلف و  و پروفايل شتاب تراست در جهت

نشان داده  8شکل شده در جرم سوخت نرمال

 شده است. 
 

 
برای  ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  . مسير دو6شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱 = 𝟓𝐍 
 

 
 ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  . مسير سه7شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱برای  = 𝟓𝐍 

 
و  𝐫 ،𝛉های  ( در جهت𝐓𝐚. پروفایل شتاب تراست )8شکل 

𝐳 و جرم سوخت نرمال(شده𝐦(𝐭) برای )

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱 = 𝟓𝐍 
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TN_max. سطح تراست 5-3 = 2N 

TN_maxبراي سطح تراست  = 2N  زاويه تراست ،

صورت سري فوريه مرتبه پنجم و  در صفحه به

صورت سري فوريه زاويه تراست خارج از صفحه به

 6جدول مرتبه نهم در نظر گرفته شده است. در 

 نتايج حاصل از اين تحليل ارائه شده است.
 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱. نتایج حاصل از حل مسئله برای 6جدول  = 𝟓𝐍 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱و  = 𝟐𝐍 

TN_max پارامتر = 5N  TN_max = 2N 

tf(TU) 02396/3 8730/6 

Nrev 10 25 

 

 10شکل و در  يدوبعدمسير  9شکل در 

ترسيم  ECRFي ماهواره در دستگاه بعد سهمسير 

، پروفايل شتاب 11 شکلهمچنين در شده است.

هاي مختلف و جرم سوخت  تراست در جهت

 شده نشان داده شده است. نرمال

 

 
 ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  . مسير دو9شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱برای  = 𝟐𝐍

 
 ECRFبعدی ماهواره در دستگاه  . مسير سه10شکل 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱برای  = 𝟐𝐍 

 

 
 𝐫 ،𝛉های  ( در جهت𝐓𝐚. پروفایل شتاب تراست )11شکل 

( برای 𝐦(𝐭)شده)و جرم سوخت نرمال 𝐳و 

𝐓𝐍_𝐦𝐚𝐱 = 𝟐𝐍 
 

 یریگ جهینت. 6

ي متناوب حول بعد سهمدارهاي هالو مدارهاي 

نقاط لاگرانژ در مسئله سه جسمي هستند که 

ي مبتني بر شکلي براي طراحي ها روشتاکنون 

مسير ماهواره به اين مدارها ارائه نشده است. در 

اين مطالعه، رويکرد جديدي که مبتني بر حدس 

، براي طراحي مسير تقريبي باشد يمزاويه تراست 

يي ارائه شده ها تيمأمورو نزديک به بهينه چنين 

است. در اين رويکرد زواياي تراست در صفحه و 

سري فوريه با ضرايب  صورت بهخارج از صفحه 

 ريمقادکه  شود يمدر نظر گرفته  نينامعمحدود و 

ي و با هدف ساز نهيبهبا استفاده از الگويتم  ها آن

. براي شود يممينيمم کردن زمان مأموريت تعيين 
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راحي مسير انتقال از ارزيابي اين روش، مسئله ط

مدار ژئو به مدار هالو براي سطوح تراست مختلف 

بررسي شد. نتايج نشان دادند که اين روش با 

دقت بسيار خوبي تعداد دورهاي مسير، جرم 

سوخت مصرفي، زمان و مسير نزديک بهينه را 

ي مهم اين روش اين ها يژگيودهد. از ارائه مي

شکل، جرم ي مبتني بر ها روش برخلافاست که 

کند،  ماهواره را در معادلات ديناميکي لحاظ مي

قيد خاصي را براي جهت تراست )نظير تراست 

و قابليت تعيين تعداد  رديگ ينممماسي( در نظر 

دورهاي مسير، زمان و مسير نزديک به بهينه در 

ي را دارد. همچنين، به بعد سهجسمي مسئله سه

، دليل سادگي و حجم کم عمليات محاسباتي

ي مستقيم و ها روشفرايند حل مسئله نسبت به 

است و روشي کاربردي  تر سادهبسيار  ميرمستقيغ

براي ارزيابي سناريوهاي مختلف، در فاز اوليه 

به  با توجهبراين،  . علاوهباشد يمطراحي مأموريت 

به  اينکه اين رويکرد به پاسخ تقريبي و نزديک 

اين روش، از نتايج  توان يمشود، بهينه منجر مي

ي اوليه با دقت بالا، براي ها حدس عنوان به
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1. Two Point boundary value problem (TPBVP) 

2. Direct method 

3. Indirect method 

4. Equinoctial elements 

5. Bezier curve 

6. Synodic reference frame 

7. Mass parameter 

8. Throttle factor 

9. Exhaust velocity 

10. Specific impulse 

11. Costate vector 

12. Switching function 

13. Free time 

14. Transversality conditions 

15. Discrete particle swarm optimization (DPSO) 

16. Earth-centered rotating frame (ECRF) 

17. Penalize function 


