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  چکیده

برای بررسي گردد.  FML ای های استوانه صوت در پوسته انتقالافت تلاش شده است با استفاده از روشي تحليلي، مقاله در اين 

به نقش  با توجهاست. ای مايل قرار گرفته  ، در معرض يك موج صوتي صفحهFMLای بلند از جنس  اين منظور پوسته استوانه

پوسته از تئوری  معادلات ارتعاشي های بالا، برای يافتن در بررسي افت انتقال صوت بخصوص در فرکانس مؤثر روابط برشي

آمده و با اعمال دستبه دالامبر معادلات حرکت پوسته از طريق اصل شود. ( استفاده ميFSDT)اول برشي مرتبه   تغيير شکل

. شوند های بينهايت که با استفاده از الگوريتمي خاص همگرا ميسری فشارهای آکوستيکي و شرايط مرزی و استفاده از توابع

شود که در اين مقاله نشان داده مي. گردد نتايج ساير محققين مقايسه مي صوت حاصل از حل عددی بامقادير افت انتقال 

دهد. همچنين در ناحيه درصد افزايش مي 18ی کامپوزيتي، فرکانس انطباقي را به جای استوانه FMLی استفاده از استوانه

گردد که با کسر حجمي ثابت فلز، قرار دادن يابد. مشاهده ميمي درصد افزايش 9تواند تا جرم کنترل  افت انتقال صوت نيز مي

کنند. درصد تغيير مي 7/18و  4/11های آلومينيومي در فواصل دورتر از تار خنثي فرکانس رينگ و انطباقي به ترتيب، لايه

درصد افت  28ن تا توادرصدی کسر حجمي فلز، در يك فرکانس مشخص مي 20دهند که با افزايش همچنين نتايج نشان مي

 انتقال صوت را افزايش داد. 

 .، انتقال صوتاولمرتبه  های برشي تئوری تغيير شکل، FML ای، های استوانه پوسته: های‌کلیدی‌واژه

Vibro-acoustic analysis of fiber metal laminate cylindrical shell using first 

order shear deformation theory 

         Mohammad Sadegh Fayez1, Ali Tarkashvand1 Kamran Daneshjoo2 

1- Ph.D student, School of Mechanical engineering, Iran University of Science and Technology, Tehran  

2- Professor, School of Mechanical Engineering, Iran University of Science and Technology, Tehran 

Abstract 

In this research, using analytical method, sound transmission loss in fiber metal laminate (FML) 

composite cylinder is studied. For this purpose, an infinitely long cylindrical shell composed of FML is 

subjected to an oblique plane wave. considering the effects of shear forces in the sound transmission 

loss, specifically at the higher frequencies, the FSDT theory is used to solve the governing equation of 

the motion. The equation of motion of the shell are obtained by D'Alembert principle. The equations 

are solved simultaneously using acoustic pressures, boundary conditions and infinite series that 

converged with a special algorithm, shell equations and acoustic relations. The values of sound 

transmission loss from numerical solution are validated with other researchers. This study shows that 

using FML cylinder instead of composite cylinder, the coincidence frequency increases 18 percent. 

Also in mass control region transmission loss increases 9 percent. It is demonstrated that with constant 

volume fraction of metal, locating aluminum lamina in farther distance from neutral axis, ring and 

coincidence frequency changes 11.4 and 18.7 respectively. In addition, results indicate that by 

increasing of 20 percent of metal volume fraction (MVF), in a specified frequency, transmission loss 

can be increased 28 percent. 

Keywords: Cylindrical shell, FML, first order shear deformation theory, sound transmission. 

                                                            
1 Fiber Metal Laminate 
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‌.‌مقدمه1
ای، چه در خلأ و چه در معرض  های استوانه پوسته

ساده، اما  هايي سيالات داخلي و خارجي، سازه

طور وسيع در  باشند که به بسيار با اهميت مي

نظير  مهندسي های متفاوت و جنبهصنايع مختلف 

بين  اندر کنش شوند. مي هوافضا و خودرو استفاده

معمولاً باعث انتقال ناخواسته انرژی  سازه با سيال،

ای به  صورت ارتعاشات آکوستيکي و يا سازه به

 کنشبرهمگردد که اين  ای مي پوسته استوانه

تنها باعث آلودگي صوتي در  انرژی، نه ناخواسته

 منجر به شود، بلکه ممکن است ميسازه 

با توجه به  شود.بار در سيستم های فاجعه شکست

ها در صنايع کاربردی،  پوسته گستردگي اين نوع

ها در موضوع تقابل با عوامل  اهميت بررسي آن

اثرات  انتقال همچنين لزوم کاهش صوت و نويز، و

اين عوامل به داخل و يا خارج سازه، بخش زيادی 

را به خود  تحقيقات در زمينه علم آکوستيك از

انتقال صوت در اختصاص داده است. ارتعاشات و 

ای  های استوانه های منحني شکل و پوسته سازه

 مورد بررسي قرار گرفته  توسط محققين زيادی

ای به بررسي  در مقاله] 4[ سبلي ].3-1[ است

 .ای اورتوتروپ و طويل پرداخت های استوانه پوسته

ای  برخورد موج صفحهبرای دو زاويه مستقل ی و

محاسبه ثابت  به منظور ،ای به پوسته استوانه

کيم و ارائه داد. الي ميدان انتشار موج انتق

در زمينه  را های گذشته بررسي ]6-5[  همکارانش

ای به شکلي  های استوانه انتقال صوت در پوسته

های تحليلي و  ادامه و با استفاده از روش متفاوت

در اين  را تقال صوتآزمايشگاهي مقادير افت ان

 پس ازند. ها مورد مطالعه خود قرار داد پوسته نوع

تلاش کردند تا   ]7[ کيم، دانشجو و همکارانش

 های که محدود به مطالعه پوستهرا مطالعه کيم 

های  ای پوستهبر ،ای ايزوتروپ بود استوانه

 ای های لايه ای تشکيل شده از کامپوزيت استوانه

د. در اين بررسي حلي تحليلي با استفاده دهنادامه 

ای  زمان معادلات حرکت پوسته استوانه از حل هم

کامپوزيتي و معادلات امواج صوتي ارائه گرديد و 

ها دريافتند که استفاده از خواص آندرنهايت 

 انتقال صوت مؤثر است رد کامپوزيتي هایپوسته

رشته در ادامه مطالعات خود در ] 9-8 [دانشجو.

اثرات برش عرضي که در به بررسي  مقالاتي

، پرداخت. نظر شده بود کارهای گذشته از آن صرف

پوسته  معادلات حرکت آمدندستپس از به

ای مبتني بر تمامي معادلات جابجايي در استوانه

 ها و زمان آن به حل هم، هر سه راستای مختصات

و با  معادلات مربوط به امواج صوت پرداخته شد

افت  استفاده از الگوريتم همگرايي کيم، نتايج

که  دادندآمد. نتايج نشان دستانتقال صوت به

تقال صوت ان اثرات برش و چرخش در بررسي افت

تنها در  ای اورتوتروپ، های استوانهدر پوسته

باشد. در  نظر مي های پايين قابل صرف فرکانس

های بالا اين اثرات، باعث  حقيقت در فرکانس

ميزان  کاهش مقادير افت انتقال صوت و يا افزايش

ای  انتقال صوت ورودی به داخل پوسته استوانه

اثرات  د باعثتوان ها مي نظر از آن اند و صرف شده

ناپذيری گردد. بنابراين استفاده از تئوری جبران

 های بالا  مرتبه اول برشي به خصوص در فرکانس

نتايجي  ها، به تئوری کلاسيك پوسته نسبت

     رجبي نژاد و. هاشمينمايد ارائه مي یتر مطلوب

های پراکندگي آکوستيکي مشخصه ]10 [

 ای جدار ضخيم را با استفاده ازهای استوانه پوسته

ها دريافتند روش بسط تابع موج بررسي کردند. آن 

که طيف رزونانس سازه به طور مشخصي به 

 ] 11[ضخامت پوسته بستگي دارد. ژو و همکاران

ای به بررسي افت انتقال صدا در پوسته در مقاله

 ای دوجداره ساخته شده از مواد متخلخلاستوانه
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تحت شرايط مرزی دوجداره پرداختند. اصغری و  

های افت انتقال صوت در پوسته ]12[ همکارن 

ای ساندويچي سه جداره را در حضور استوانه

جريان خارجي به صورت تحليلي مورد بررسي قرار 

ساختاری که تعداد بيشتری  ها دريافتنددادند. آن

های هوا را در خود جای داده است،  از شکاف

صوت به داخل  عملکرد بهتری در کاهش انتقال

. در تقريباً در سراسر بازه فرکانسي دارد ،سيستم

هايي در مقاله ]13-14[ادامه دانشجو و همکاران 

را در   FGMای افت انتقال صوت در پوسته استوانه

مودند. آنها با حضور جريان مادون صوت بررسي ن

بعدی الاستيسيته و با گيری از تئوری سهبهره

استفاده از ماتريس انتقال، معادلات حرکت را 

استخراج نمودند. در ادامه اثرات زوايای مختلف 

برخورد، سرعت سيال، ضخامت و ديگر پارامترها را 

بر روی افت انتقال صوت بررسي نمودند. آنها 

ماخ، افت انتقال صوت دريافتند که با افزايش عدد 

در نواحي سفتي کنترل کاهش و در ناحيه جرم 

 توتي و همکارانيابد. طالبيکنترل افزايش مي

با استفاده از تئوری الاستيسيته سه بعدی،  ]15[

ای ارتوتروپيك های استونهانتقال صوت در پوسته

دوجداره تحت برخورد موج با دو زاويه مختلف را 

ميزان افت انتقال ها دريافتند که بررسي کردند. آن

ای دوجداره نسبت به  های استوانه صوت در پوسته

ای تك جداره، به خصوص در  های استوانه پوسته

 .باشد های بالا، بيشتر مي فرکانس

دو محوره را پاسخ تابش آکوستيکي برای يك پنل 

ها تحت تحريك هارمونيك بررسي نمودند. آن

گاهي مختلف و نسبت ابعاد اثرات شرايط تکيه

 هندسي سازه را مطالعه نمودند.

های کامپوزيتي به دليل داشتن نسبت سازه

ای در استحکام به وزن بالا کاربردهای گسترده

ها  FMLصنايع مختلف به خصوص هوافضا دارند. 

وزيتي هيبريدی هستند که با های کامپسازه

توانند مقاومت های فلزی مياستفاده از لايه

ها کامپوزيت را افزايش دهد. اين سازه

های فلز مانند نرمي و مقاومت در برابر  مشخصه

ضربه را با خواص  الياف کامپوزيت مانند نسبت 

استحکام به وزن بالا، مقاومت در برابر خستگي و 

و باعث بهبود خواص کنند خوردگي ترکيب مي

کلي سازه کامپوزيتي مي گردند. با توجه به مزايای 

 FMLهای ساخته شده از مواد ياد شده استوانه

ای در صنايع مختلف به خصوص کاربرد گسترده

های ياد شده تحت هوافضا دارد. بيشتر اين سازه

برخي از  شوند.بارهای مختلف ارتعاشي واقع مي

ای های استوانهپوستهمحققين به بررسي کمانش 

ای در مورد پرداختند. همچنين مطالعات گسترده

ها نيز انجام گرديده است ارتعاشات آزاد اين پوسته

به  ]19[برای  مثال خليلي و همکاران  .]16-18[

ای به های استوانهبررسي ارتعاشات اجباری پوسته

ها برشي مرتبه اول پرداختند. آن تئوریکمك 

های چيني پوستهاثرات کسر حجمي، لايه

ای و پارامترهای هندسي را بر پاسخ و  استوانه

دادند. فرکانس طبيعي سازه مورد بررسي قرار 

رفتار کمانشي يك پروفيل  ]20 [بنات و همکاران

FML   .را به صورت آزمايشگاهي بررسي نمودند

های کمانش پوسته ]22-21[قاسمي و همکاران 

های محوری و تحت بارگذاری FMLای استوانه

پيچشي را مورد ارزيابي قرار دادند. همچنين  

های استوانه را نيز با استفاده ارتعاشات آزاد پوسته

از تئوری تنش کوپل بهبود يافته مطالعه نمودند. 

ای را های استوانههای طبيعي پوستهها فرکانسآن

مختلف الياف و فلز،  رای کسرهای حجميب

های مختلف شعاع به طول  چيني و نسبت لايه

ها نشان داد که محاسبه نمودند. بررسي آن

های ساخته شده از آراميد و آلومينيوم لمينت
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های بالاتری را  دارا هستند. پايگانه و فرکانس

پاسخ ديناميکي يك پوسته تحت  ] 23[همکاران 

ها با برخورد با سرعت پايين را بررسي نمودند. آن

استفاده از تئوری برشي مرتبه اول و استفاده از 

-های فوريه معادلات حاکم بر مسئله را بهسری

کنش دست آوردند. همچنين برای مدلسازی برهم

ننده و ورق از يك مدل دو بين جسم برخورد ک

ها نشان بعدی جرم و فنر استفاده شد. نتايج آن

چيني، جرم و داد  که برخي از پارامترها مانند لايه

سرعت برخورد کننده و نسبت عرض به طول ورق 

تاثير بسزايي در پاسخ ديناميکي پوسته دارد. 

ای ارتعاشات آزاد در مقاله ]24[نظری و همکاران 

را به منظور يافتن   FMLای های استوانهپوسته

زوايای بهينه قرارگيری فيبرهای تقويت کننده 

 بررسي نمودند. 

عاشات با توجه مطالعات صورت گرفته، تا کنون ارت

مورد بررسي قرار   FMLهایآکوستيك سازه

اين مقاله تلاش شده نگرفته است، بنابراين در 

های تحليلي، خواص است تا با استفاده از روش

  ،FMLکامپوزيتي ای  استوانه  صوت در پوسته

در معرض  پوسته ،برای اين منظوربررسي شود. 

 ای مايل قرار گرفته است يك موج صوتي صفحه

نتيجه آن قسمتي از امواج منعکس و که در 

در  .قسمتي نيز به داخل پوسته انتقال يافته است

جدار خارجي پوسته يك جريان يکنواخت با 

های  سرعت ثابت در حال عبور است و محيط

باشد. ميسيال در داخل و خارج پوسته متفاوت 

هايي  فرض ،سازی سيستم مورد مطالعه برای ساده

، فرض عنوان اولين . بهشده است در نظر گرفته

نهايت و محيط آکوستيکي و پوسته  بي لوله طول

گردند.  پيشرونده تشريح مي های توسط موج

موج برخوردی به سيستم، يك موج  همچنين

شود.  خارج وارد مي ای بوده که از فضای صفحه

شود که محفظه پوسته داخلي  درنهايت فرض مي

عکاس بنابراين هيچ موج ان .است بدون انعکاس

با در نظر  ای در داخل محفظه وجود ندارد.  يافته

، اولهای برشي مرتبه  گرفتن تئوری تغيير شکل

آمده و سپس دستها به ها و تنش روابط کرنش

اصل دالامبر ارائه معادلات حرکت با استفاده از 

مربوط به صوت  شوند. از طرف ديگر، معادلات مي

آمده و درنهايت تلاش دستپوسته به اطراف در

رفتار آکوستيکي  ،حلي تحليليبا شده است تا 

 .سازه بررسي شود

‌بیان‌مسئله.‌2

شههود ( مشهاهده مهي  1همانگونهه کهه در شهکل )   

و ضهخامت   𝑹ای  با شعاع داخلهي  پوسته استوانه

در معهرض تهابش يهك مهوج صهوتي        𝒉خارجي 

در  𝜸گيرد که ايهن مهوج بها زاويهه     مايل قرار مي

به استوانه نامحهدود برخهورد    z-xراستای صفحه 

کند و قسمتي از موج تابيده شهده از اسهتوانه   مي

گهردد.  کند و بخشي از آن منعکس مهي عبور مي

ای يهك  همچنين در لايه بيروني پوسته اسهتوانه 

در حهال گهذر   𝑽 ثابت جريان يکنواخت با سرعت

است.

 .سیال و فشارهای ها انیجرای در معرض  استوانه. 1شکل 
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‌.‌معادلات‌حاکم3

‌ایاستخراج‌معادله‌حرکت‌پوسته‌استوانه‌.3-1

در اين بخش ارتعاشات ناشي از برخورد صوت به 

ای کامپوزيتي چندلايه با استفاده از پوسته استوانه

تئوری تغيير شکل برشي مرتبه اول بررسي 

شود. با استفاده از اصل دالامبر و ساده سازی  مي

حرکت پوسته به صورت زير استخراج معادلات 

 .]19[شود مي

𝜕𝑁𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑅

𝜕𝑁𝑧𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑞𝑧(𝑧,𝜑,𝑡)

= 𝐼1
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 + 𝐼2

𝜕2𝛽𝑧
𝜕𝑡2

 (1
-

ف(
ال

 

𝜕𝑁𝑧𝜑

𝜕𝑧
+

1

𝑅

𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+
𝑄𝜑

𝑅
+ 𝑞𝜑(𝑧,𝜑,𝑡) =

(𝐼1 +
2𝐼2

𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ (𝐼2 +

𝐼3

𝑅
)
𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
  (1

-
ب(

 

𝜕𝑄𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑅

𝜕𝑄𝜑

𝜕𝜑
−
𝑁𝜑

𝑅
+ 𝑞𝑟(𝑧,𝜑,𝑡)

= 𝐼1
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 (1

-
ج(

 

𝜕𝑀𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑅

𝜕𝑀𝑧𝜑

𝜕𝜑
− 𝑄𝑧 +𝑚𝑧(𝑧,𝜑,𝑡)

= 𝐼3
𝜕2𝛽𝑧
𝜕𝑡2

+ 𝐼2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 (1
-

د(
 

𝜕𝑀𝑧𝜑

𝜕𝑧
+

1

𝑅

𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
− 𝑄𝜑 +mφ (z, φ, t) =

𝐼3
𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
+ (𝐼2 +

𝐼3

𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
  (1

-
ه(

 

صورت زير تعريف  به 𝐼2, 𝐼1 و𝐼3که در آن 

 :]25 [شود مي

 𝐼1,𝐼2,𝐼3 = ∫ (1,𝑥,𝑥2)𝜌𝑘𝑑𝑥

ℎ
2

−
ℎ
2

 (2) 

 باشد.چگالي هر لايه مي 𝜌𝑘که 

𝛽𝑧  و𝛽𝜑 ها در صفحه  به ترتيب چرخش

(𝑥 − 𝑧)  و(𝜑 − 𝑥)  ،𝑞𝑧 ،𝑞𝜑 ،𝑞𝑥  نيروهای

باشند که های تحريك ميممان 𝑚𝑧 ،𝑚𝜑تحريك، 

های تغيير مکان  )مؤلفه 𝑢,𝑣,𝑤مجهول  15دارای 

ها( )شيب 𝛽𝜑و  𝛽𝑧يا جابجايي(، 

𝑀𝑧 ، 𝑀𝜑 ،𝑀𝜑𝑧 ،𝑀𝑧𝜑، های گشتاور( و )منتجه

𝑄𝑧 ،𝑄𝜑، 𝑁𝑧 ، 𝑁𝜑 ،𝑁𝜑𝑧 ،𝑁𝑧𝜑 های نيرو )منتجه

 باشند(.مي

‌.‌‌ماتریس‌سفتی‌پوسته3-2

و نيروی برشي  نيروهای برآيند تنش، گشتاور

( مطابق با تئوری برشي 1ی )عمودی در رابطه

 :[25]مرتبه اول برابر است با 

N𝑇 = {𝑁𝑧,𝑁𝜑,𝑁𝑧𝜑} (3-)الف 

M𝑇 = {𝑀𝑧,𝑀𝜑,𝑀𝑧𝜑} (3-)ب 

Q𝑇 = {𝑄𝑧,𝑄𝜑} (3-)ج 

 شوند:صورت زير نشان داده مي و به

{
𝐍
𝐌
} = [

𝐀 𝐁
𝐁 𝐃

] {𝑒
𝑇

𝑘𝑇
} (4)  

𝑄 = [𝐇] {
𝛾𝑥𝑧
°

𝛾𝜑𝑥
° } (5)  

به  Hو  A ،B ،D( 5( و )4های )در رابطه

های کششي، کوپلينگ، ترتيب برابر با ماتريس

باشد و خمشي و ضخامت سفتي برشي  مي

 : ]26[شود صورت زير تعريف مي به

𝑄 = [𝐇] {
𝛾𝑥𝑧
°

𝛾𝜑𝑥
° } (6         ) 

 𝐴𝑖𝑗,𝐵𝑖𝑗,𝐷𝑖𝑗

= ∫ (1,𝑥,𝑥2)�̅�𝑖𝑗𝑑𝑥

ℎ
2

−
ℎ
2

 

  , ( 𝑖,𝑗 =  1,2,6) 

(7) 

         𝐻𝑖𝑗 = 𝑘0 ∫ �̅�𝑖𝑗𝑑𝑥
ℎ

2

−
ℎ

2

   

(𝑖,𝑗 = 4,5) 

(8) 

فاکتور تصحيح برش  𝑘0(، 8که در رابطه )

𝜋2باشد که توسط ميندلين تعريف و برابر با  مي

12
 

ماتريس انتقال سفتي کاهش يافته  �̅�𝑖𝑗باشد. مي

باشد که با توجه به خصوصيات پوسته به کار مي

𝑒𝑇(، 5( و )4ی )رود. در رابطهمي = {𝜀𝑧
° ,𝜀𝜑

° ,𝜀𝑧𝜑
° } 

𝛾𝑧𝑥بردار کرنش مهندسي سطح مياني، 
𝛾𝜑𝑥و  °

° 
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𝑘𝑇کرنش برشي عمودی و  = {𝑘𝑧,𝑘𝜑,𝑘𝑧𝜑}  بردار

ی تعريف شده با تقريب انحنا و پيچش پوسته

 :]25[باشد صورت زير مي ی لاو بهتئوری اوليه

{

𝜀𝑧
°

𝜀𝜑
°

𝛾𝑧𝜑
°

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜑
+
𝑤

𝑅
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧}
  
 

  
 

 (9) 

{

𝑘𝑧
𝑘𝜑
𝑘𝑧𝜑

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝛽𝑧
𝑧

1

𝑅

𝛽𝜑

𝜕𝜑
+
1

𝑅

1

𝑅

𝜕𝛽𝑧
𝜕𝜑

+
𝜕𝛽𝜑

𝜕𝑧 }
  
 

  
 

 (10) 

{
𝛾𝑥𝑧
°  
𝛾𝜑𝑥
° } =

{
 

 𝛽𝑧 +
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝛽𝜑 +
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜑
−
𝑣

𝑅}
 

 
 (11) 

  

‌.‌روابط‌آکوستیک3-3

با توجه به اينکه چگالي و سرعت امواج آکوستيکي 

  ترتيب خارجي پوسته بهدر محيط داخلي و 

(𝜌1, 𝑐1) و(𝜌3, 𝑐3)  معادله امواج  ،باشد مي

 صورت آکوستيك در فضای خارجي پوسته به

  .]7[ شود تعريف مي (12معادله )

 𝑐2𝛻2(𝑃𝐼 + 𝑃1
𝑅) − (

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉

∙ 𝛻)
2

(𝑃𝐼 + 𝑃1
𝑅)

= 0 

(12) 

𝑃1معرف فشار موج برخورد و  𝑃𝐼که در آن 
𝑅   

 ∇ باشند. همچنين فشار موج منعکس شده مي

عامل لاپلاسين در سيستم مختصات  2∇ گراديان،

 .باشدسرعت سيال خارجي مي 𝑉و  ای استوانه

برای فضای داخلي پوسته نيز معادله امواج 

 .گردد تعريف مي (13رابطه ) صورت آکوستيك به

] 7[: 

𝑐3
2∇2𝑃3

𝑇 −
𝜕2𝑃3

𝑇

𝜕𝑡2
= 0 (13) 

𝑃3 که در آن
𝑇  باشد.  بيانگر موج انتقالي مي

𝑃𝐼  همچنين رابطه فشار + 𝑃1
𝑅نيز بين تمامي 

فشارهای مربوط به امواج برخورد انتقالي و 

 .برقرار استانعکاسي 

‌شرایط‌مرزی‌.3-4

با استفاده از تعادل نيروها در سطوح داخلي و 

 خارجي پوسته و بازنويسي روابط، معادلات زير

 :]9[ گردد حاصل مي

 

𝜕(𝑃𝐼+𝑃1
𝑅)

𝜕𝑤
|
𝑤=𝑅

= −𝜌1 (
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉 ∙ ∇)

2

𝑤  

𝜕𝑃3
𝑇

𝜕𝑤
= −

𝜌3𝜕
2𝑤

𝜕𝑡2
 

(14) 

اين معادلات مربوط به معادلات اولر بوده و 

بيانگر اين است که شتاب جزئي سيال در مرز 

باشد  شتاب ارتعاشي پوسته برابر مي پوسته با

]12.[ 

‌معادلات‌ارتعاشات‌آکوستیک‌.3-5

ای  ای برخورد در يك هندسه استوانه موج صفحه

د نشان دا صورت زير توان به را مي( 1به شکل )

]7[: 
𝑃1
𝐼(𝑢,𝑣,𝑤,𝑡)

= 𝑃0∑
𝜖𝑛(−𝑗)

𝑛𝐽𝑛(𝑘1𝑟𝑟) 

exp (𝑗(𝑤𝑡 − 𝑘1𝑧𝑧 − 𝑛𝜑)

∞

𝑛=0

 
(15) 

 :صورت زير است به  𝑛∋ضريب نيومن

𝜖𝑛 = {
1         (𝑛 = 0)

2         (𝑛 ≥ 1)
                   

𝑘1𝑧 = 𝑘1 cos(𝛾)  
  𝑘1𝑟 = 𝑘1 sin(𝛾) 

(16) 

 عدد موج در سيال متحرك و 𝑘1در روابط بالا 

 𝐽𝑛 تابع بسل نوع اول از مرتبهn  ، 𝑃0موج  بزرگي

𝑗، اعداد صحيح نامنفي  𝑛 برخورد، =     و   1−√
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   ωبر حسب راديان بر ثانيه  ای فرکانس زاويه

 باشند.  مي

صورت  سيال متحرك به عدد موج نيز در يك

 :]9[د شو زير بيان مي

𝑘1 =
𝜔

𝑐1
(

1

1 + 𝑀1 sin(𝛾)
) (17) 

𝑀1 که در آن =
𝑉

𝑐1
عدد ماخ برای جريان  

است. به  سرعت سيال اطراف استوانه 𝑉و  خارجي

صوت و در  دليل اينکه امواج گذرا در محيط

باشند، برای  پوسته، ناشي از امواج برخورد گذرا مي

روابط زير سيستم بايد  در w اعداد موج در راستای

 :]9[ برقرار باشند

𝑘3𝑧 = 𝑘1𝑧,  𝑘3𝑟 = √𝑘3
2 − 𝑘3𝑧

2  

  𝑘3 =
𝜔

𝑐1
 

(18) 

طرف خارج  روابط امواج تابيده شده از پوسته به

 صورت زير قابل نمايش هستند و داخل پوسته به

] 7[: 

𝑃3
𝑇(𝑢,𝑣,𝑤,𝑡)

= ∑𝑃3𝑛
𝑅 𝐻𝑛

1 (𝑘3𝑟𝑟)exp (𝑗(𝑤𝑡

∞

𝑛=0

− 𝑘1𝑧𝑧 − 𝑛𝜑) 

 الف(-19)

𝑃3
𝑇(𝑢,𝑣,𝑤,𝑡)

= ∑𝑃1𝑛
𝑅 𝐻𝑛

2 (𝑘1𝑟𝑟)exp (𝑗(𝑤𝑡

∞

𝑛=0

− 𝑘1𝑧𝑧 − 𝑛𝜑) 

 ب(-19)

𝐻𝑛  (19معادله ) که در 
1, 𝐻𝑛

توابع هنکل از  2

 .باشند مي n نوع اول و دوم و برای مرتبه 

ها برای سطح مبنای  روابط جابجايي و چرخش

 :]7[ هستند (20رابطه )صورت  پوسته به

[
 
 
 
 
𝑢
𝑣
𝑤
𝛽𝑧
𝛽𝜑]
 
 
 
 

= ∑

[
 
 
 
 
𝑗𝑈1𝑛
𝑗𝑉1𝑛
𝑗𝑊1𝑛

𝑗𝛽𝑥𝑛
𝑗𝛽𝜑1𝑛]

 
 
 
 

exp (𝑗(𝑤𝑡 − 𝑘1𝑧𝑧 − 𝑛𝜑)

∞
𝑛=0   (20) 

در معادلات ( 19تا )( 15)ز جايگذاری معادله ا

هفت (، 14)  و شرايط مرزی( 1)حرکت پوسته  

معادله ارتعاشات آکوستيك برحسب اعداد موج و 

 .گردد ها حاصل مي فرکانس

‌افت‌انتقال‌صوت‌.3-6

برخورد به نسبت توان موج (TL) افت انتقال صوت 

استوانه  توان موج منتقل شده در يك طول واحد

 :]7[ شود صورت زير تعريف مي باشد و به مي

𝑇𝐿 = 10 log10
𝑊𝐼

𝑊𝑇
 (21) 

معرف توان موج منتقل شده   𝑊𝑇که در آن 

صورت زير تعريف  است و بهدر طول واحد استوانه 

 .]9[  گردد مي

𝑊𝑇 =
1

2
𝑅𝑒 {∫ 𝑃3

𝑇
𝜕(𝑢3)

∗ 𝑅𝑑𝜃

𝜕𝑡

2𝜋 

0

)} 

𝑟 = 𝑅 

(22) 

و علامت * به ترتيب   {−}Reکه در آن،

 باشند. با قرار قسمت حقيقي و مزدوج عبارت مي

𝑃3 دادن
𝑇  و 𝑢3  آمده از حل روابط قبل در دستبه

 :نوشت صورت زير را به 𝑊𝑇توان  معادله فوق مي

𝑊𝐼 =
1

2
𝑅𝑒{𝑃3

𝑇𝐻𝑛
1(𝑘1𝑟𝑟). (𝑗𝜔𝑈3𝑛)

∗} 

×∫ cos2[𝑛𝜑]𝑅𝑑𝜑
2𝜋

0

 

(23) 

𝑟که در رابطه بالا  = 𝑅   
𝜋𝑅

𝜀𝑛
× 𝑅𝑒{𝑃3𝑛

𝑇 𝐻𝑛
1(𝑘3𝑟𝑟). (𝑗𝜔𝑈3𝑛)

∗} 

𝑊𝐼 = ∑𝑊𝑛
𝐼

∞

𝑛=0

 

  

(24) 

موج برخورد در واحد طول استوانه توان کلي 
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 : ]7[ صورت زير است نيز به

𝑊𝐼 =
sin(𝛾) 𝑃0

2

𝜌1𝑐1
× 𝑅 (25) 

رابطه  صورت درنهايت نيز افت انتقال صوت به

 ]27 [گردد حاصل مي( 26)

(26) 

𝑇𝐿 =

−10 log10 ∑
𝑅𝑒{𝑃3𝑛

𝑇 𝐻𝑛
1(𝑘3𝑟𝑟).(𝑗𝜔𝑈3𝑛)

∗}.𝜌1𝑐1𝜋

𝜀𝑛 sin(𝛾1).𝑃0
2  ∞

𝑛=0   

 .‌الگوریتم‌همگرایی4

شود، با در نظر گرفتن  همانگونه که مشاهده مي

 های جواب (26( تا )15حرکت ) معادلات

𝑢 , v,w, β
z
,  β

φ
,   P3n

R ,   P1n
R صورت سری  به   

 تعداد ازگردد. بنابراين لازم است  حاصل مي

ها استفاده گردد. در  مودهای کافي در تحليل

گذشته، ضرايب افت انتقال برای يك پوسته 

و همکارانش  ]18[ای نازك توسط تنگ  استوانه

بدون در نظر گرفتن مسئله همگرايي محاسبه شده 

زماني که مسئله همگرايي در يك فرکانس  ت.اس

 معين مورد ارزيابي واقع شود، در تمامي

اين شرط  نيز های کمتر از آن فرکانس فرکانس

 های بالاتر تعداد را در فرکانسبرقرار خواهد بود زي

جملات بيشتری برای محاسبه ميزان افت انتقال 

مودهای  باشد، بنابراين لازم است که تعداد نياز مي

مورد نياز برای همگرايي برای بالاترين فرکانس 

بررسي قرار  مربوط به بازه دلخواه فرکانسي مورد

 .گيرد

 شده الگوريتم همگرايي به کار گرفته( 2)شکل 

برقراری اين  دهد. برای در اين تحليل را نشان مي

الگوريتم در هر فرکانس يك حلقه همگرايي در 

فرکانس، از مود  شود. بنابراين در هر نظر گرفته مي

اول دستگاه معادلات ارتعاشات آکوستيك را حل 

مقدار افت انتقال  نموده و مجهولات را يافته و

آمده ستد. سپس مقدار بهگرددمحاسبه ميصوت 

کند.  حاصل از مود دوم مقايسه مي را با مقدار افت

نباشد،  7-10 اگر اختلاف بين دو مقدار کمتر از

شود. اين امر تا  مود سوم تکرار مي مسير برای

 مودبين يابد که اختلاف مقدار افت  زماني ادامه مي

n  وn +1  گردد. در اين صورت کمتر  7-10از

مقدار افت انتقال شرط همگرايي حادث شده و 

آمده، مقدار مربوط به فرکانس خاص دستصوت به

باشد. و اين روند حل  در شکل مود مربوطه مي

 .شود های مورد نظر مسئله تکرار مي فرکانس برای

 

 . الگوریتم همگرایی مسئله2شکل 

ای  همگرايي در پوسته استوانه( نمودار 3شکل )

 10000 ،5000 هایفرکانس درمتر  83/1با شعاع 

دهد. مطابق شکل،  هرتز را نشان مي 20000و 

های بالاتری موددر های بالا در فرکانسهمگرايي 

 20000افتد. به عنوان مثال در فرکانس اتفاق مي

افتد. خواص اتفاق مي 62هرتز همگرايي در مود 

 ( ذکر گرديده است.2ای در جدول )پوسته استوانه

 

 FML.ای استوانه پوستههمگرایی برای . نمودار 3شکل 
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 .‌نتایج5

آمده، اين قابليت را دارد که دستمدل تئوری به

تشکيل  ای شکل های استوانه برای طراحي سيستم

که در معرض ارتعاشات  (FML) شده از مواد

برای نشان دادن  .باشند به کار رود آکوستيکي مي

ای  صحت مدل، نتايج در حالت پوسته استوانه

که با  ] 4[  و بليس ] 6[ لي  نتايجايزوتروپ با 

ارائه حل تحليلي جديدتر به حل مسئله 

  شوند. مقايسه مي اند پرداخته

( خواص محيطي و 5-2( و )5-1جداول ) در

های کامپوزيتي به کار رفته ذکر فيزيکي استوانه

 10را  همچنين استوانه مورد نظر  گرديده است.

در تمام اين مقاله از استوانه  .گيريملايه در نظر مي

FML 10  استفاده مي 5/0لايه با  کسر حجمي-

 .گردد

 ] 5[ته آلومینیومی . پارامترهای محیطی و هندسی پوس1جدول 

 محیط حفره فلز 

 هوا هوا آلومینیوم سیال

 

چگالی) 
𝑘𝑔

𝑚3 ) 
2760 9389/0 21/1 

 - - 72 (GPaمدول یانگ )

 - - 3/0 ضریب پویسان

 - - 1/0 (m) شعاع

 - - 1 (mmضخامت )

 

 2 مطالعه مطابق جدولمورد   FMLخواص کامپوزیت      

 است

 . پارامترهای محیطی و هندسی پوسته گرافیت اپوکسی2جدول 

 محیط حفره پوسته 

 هوا هوا آلومینیوم اپوکسی شیشه سیال
 

 چگالی
𝑘𝑔

𝑚3  
1600 2760 21/1 21/1 

 مدول یانگ

𝐸1 

138 72 - - 

 مدول یانگ

𝐸2 
9/8 72 - - 

 مدول برشی

𝐺12 

1/7 27 - - 

ضریب 
 پویسان

3/0 3/0 - - 

 - - 83/1 1/0 (m) شعاع

ضخامت 
(mm) 

189/0 1 - - 

سرعت 
 صوت

- - 343 343 

زاویه 
 برخورد

45    

‌

‌.‌اعتبار‌سنجی‌5-1

( به  صحت سنجي کد 5( و )4های )در شکل

 ] 6[لي  و ]4[های بليس نوشته شده با مقاله

گردد که همخواني شود. مشاهده ميپرداخته مي

 Leeخوبي  بين کد نوشته شده و مقاله آقای 

 وجود دارد.  

 
 .] 6[ با مقاله لی(FSDT)  . مقایسه مقاله حاضر 4شکل 

𝑓𝑐𝑜𝑖𝑛 = 4118 [𝐻𝑧] 
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 ]. 4[با مقاله بلیس (FSDT)  . مقایسه مقاله حاضر 5شکل 

‌استوانه‌5-2 ‌یک ‌در ‌صوت ‌افت ‌میزان .

  FMLکامپوزیتی‌با‌یک‌استوانه‌

( ميزان افت صوت را برای دو پوسته 6شکل )

و گرافيت/اپوکسي مورد بررسي    FMLای استوانه

ی دهد. در اين بررسي يك پوستهقرار مي

  چينيای گرافيت/اپوکسي با لايه استوانه

 [0 90 0 90 0]𝑠  ای و يك پوسته استوانهFML 

ای قرار درصد تحت بار صفحه 50با کسر حجمي

شود گيرد. همانطور که از شکل مشاهده ميمي

ميزان افت صوت بيشتری به   FMLی استوانه

نسبت کامپوزيت گرافيت اپوکسي دارد. در اين 

درصد افزايش  18زان حالت فرکانس رينگ به مي

 يابد. مي

 

 

. مقایسه میزان افت صوت کامپوزیت 6شکل 

Graphite/Epoxy  ی با استوانهFML )کسر حجمی 

درصد در نظر گرفته شده  50برابر با   FMLاستوانه 

 است.(

همچنين در ناحيه  جرم کنترل ميزان افت 

های فلزی به در پوسته دارای ورق انتقال صوت

يابد. دليل اين اتفاق درصد افزايش مي 9ميزان 

باشد.  مي FML ای استحکام بيشتر استوانه

بنابراين با افزايش سفتي سازه به دليل وجود 

 يابد.های فلزی، ميزان افت صوت افزايش مي ورق

 اثرات‌زاویه.‌5-3

( اثر زاويه برخورد را بر روی پوسته 7شکل )

کند. برای اين منظور يك ای بررسي مياستوانه

درصد  50با کسر حجمي  FML ای پوسته استوانه

گيرد.  با توجه به اين شکل مورد بررسي قرار مي

درجه و از  45به  30از  با  افزايش زاويه برخورد

 Stiffness-Controlled، در منطقه 60به  45

تر از فرکانس رينگ )فرکانس رينگ به يعني پايين

گردد که در آن طول موج فرکانسي اطلاق مي

مربوط به موج طولي برابر با طول موج مربوط به 

شود( ميزان افت صدا به موج محيطي پوسته مي

يابد. درصد کاهش مي 49درصد و   31ترتيب تا 

يه، فرکانس های بالا با افزايش زاودر فرکانس

)جايي که سرعت تريس موج آکوستيك  انطباقي

شود( به برابر با سرعت موج خمشي در پوسته مي

و  30يابد که اين مقدار بين زاويه جلو انتقال مي

 خواهد بود. 5300برابر با  45

 
با توجه به زاویه   FMLی . افت صدا برای استوانه7شکل 

 برخورد.

 

𝑇𝐿𝑓=5300 [𝐻𝑧]
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒

= 30.88 𝑑𝐵 

𝑇𝐿𝑓=5300 [𝐻𝑧]
𝐹𝑀𝐿 = 34.22 𝑑𝐵 
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 چینیلایهاثرات‌‌.5-4

چيني بر ميزان افت صوت ( اثر لايه8شکل )در 

مورد بررسي قرار گرفته است.   FMLی يك استوانه

لايه ای  10ای در اين شکل دو پوسته استوانه

های زوج فلزی و در متقارن، که در يکي لايه 

باشد. های فرد به صورت فلزی ميديگری لايه

چيني شود تغيير لايههمانطور که مشاهده مي

هرتز  24به اندازه   رينگ تغيير فرکانسباعث 

درصد( شود. همچنين فرکانس انطباقي نيز  3/11)

کند. در درصد( تغيير مي 7/18هرتز ) 2100

باشد، های فرد به صورت فلز ميی که لايهاستوانه

تر های پايينفرکانس رينگ و انطباقي در فرکانس

 افتد. اتفاق مي
𝑓𝑐𝑜𝑖𝑛
𝑀𝑎𝑐ℎ=0 = 1420 [𝐻𝑧] 

𝑓𝑐𝑜𝑖𝑛
𝑀𝑎𝑐ℎ=0.2 = 2100 [𝐻𝑧] 

𝑓𝑐𝑜𝑖𝑛
𝑀𝑎𝑐ℎ=0.4 = 2550 [𝐻𝑧] 

 

 

 

 

 

 

 
 FMLی چینی در استوانه. بررسی اثرات لایه8شکل 

 اين اتفاق به دليل تغيير ماتريس سفتي استوانه

های فلزی با استحکام باشد بنابراين حضور لايهمي

 یها باعث تغيير فرکانسهای بيروني بيشتر در لايه

 شود.  رينگ و انطباقي مي

 .‌اثر‌کسر‌حجمی5-5

( به بررسي تاثير ميزان کسر حجمي فلز 9شکل )

پردازد. در  ای ميبر ميزان افت صوت پوسته استوانه

شود با افزايش کسر حجمي اين شکل مشاهده مي

يابد. همچنين با ميزان افت انتقال افزايش مي

های رينگ و فلز فرکانسافزايش کسر حجمي 

افتند. تری اتفاق ميهای پايينانطباقي در فرکانس

اين جابجايي به دليل افزايش سفتي پوسته 

درصد افت  3باشد. جدول شماره ای مياستوانه

های مختلف کسر حجمي انتقال صوت را در نسبت

توان دهد. با توجه به اين جدول ميفلز نشان مي

کسر حجمي فلز آلومينيوم دريافت که با افزايش 

در يك فرکانس مشخص، افت انتقال صوت افزايش 

يابد. به عنوان مثال با افزايش کسر حجمي از مي

درصد  44/28افت انتقال صوت تا  2/0صفر به 

يابد. اين افزايش افت انتقال صوت به افزايش مي

باشد. بنابراين با افزايش دليل افزايش سفتي سازه

توان افت انتقال صوت يوم ميکسر حجمي آلومين

 را افزايش داد.

 
 بر میزان افت صوت FML.  بررسی کسر حجمی 9شکل 

 

 . مقایسه درصد افت انتقال صوت 3جدول 

 MVFهای مختلف در نسبت

MVF 

 افت انتقال صوت

  [Hz]فرکانس(
23 ( 

درصد افزایش افت 
انتقال صوت نسبت 

 MVF=0به 

0/0 58/23  

2/0 95/32 44/28 

4/0 30/41 91/42 

6/0 22/45 85/47 

8/0 18/47 02/50 
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  صدا‌.‌بررسی‌اثرات‌سرعت‌ماخ‌بر‌روی‌افت5-6

( به بررسي اثرات افت انتقال صوت 10شکل )

پردازد. ای ميی استوانهناشي از عدد ماخ در پوسته

شود با افزايش سرعت همانطور که مشاهده مي

  يابد.ماخ، ميزان افت انتقال صوت کاهش مي

ماخ  همچنين فرکانس انطباقي در حالتي که عدد

باشد. با  هرتز مي 1420باشد برابر برابر صفر مي

 3/32با  اين فرکانس  2/0افزايش عدد ماخ به 

رسد. همچنين در هرتز مي 2100افزايش  به عدد 

فرکانس انطباقي برابر با  4/0عدد ماخ برابر با 

 گردد.هرتز مي 2550

 بر روی میزان افت انتقال صوت تأثیر عدد ماخ. 10شکل 

.‌بررسی‌اثرات‌افزایش‌ضخامت‌بر‌روی‌افت‌5-7

‌ انتقال‌صدا

( به بررسي اثر افزايش ضخامت پوسته 11شکل )

شود پردازد. در اين شکل مشاهده ميای مياستوانه

به  با بيشتر شدن ضخامت ميزان افت انتقال صوت

يابد.  ميدليل افزايش سفتي سازه، افزايش 

های انطباقي نيز دچار تغيير همچنين فرکانس

-مشاهده مي 11شود. همانطور که در شکل مي

شود فرکانس انطباقي در حالتي که ضخامت برابر 

باشد. با دوبرابر هرتز مي 11200باشد، مي hبا 

درصد  51شدن ضخامت، مقدار اين فرکانس با با 

 رسد. هرتز مي 5400کاهش به

 
 اثر افزایش ضخامت بر میزان افت انتقال صوت.  11شکل 

با افزايش ضخامت فرکانس انطباقي در 

افتد. همچنين همانطور فرکانس کمتری اتفاق مي

شود تغيير ضخامت، مشاهده مي 11که در شکل 

 شود.باعث تغيير زياد فرکانس رينگ نمي

‌افت‌5-8 ‌روی ‌بر ‌افزایش‌شعاع ‌اثرات ‌بررسی .

‌ انتقال‌صدا

به مطالعه اثر افزايش شعاع يك پوسته ( 12شکل )

شود پردازد. همانطور که مشاهده ميای مياستوانه

با افزايش شعاع، به دليل کاهش صلبيت خمشي 

به  .يابد سازه، ميزان افت انتقال صوت کاهش مي

عنوان مثال با دوبرابر کردن شعاع، فرکانس رينگ 

هرتز  104هرتز به  216درصد کاهش از  51 با

برابر شدن شعاع، باعث رسد. همچنين سهمي

هرتز   66هرتز به  216کاهش  فرکانس رينگ از 

شود تغيير شعاع تاثير شود. بنابراين نتيجه ميمي

زيادی بر روی فرکانس رينگ دارد، اما تاثير آن بر 

 باشد.روی فرکانس انطباقي ناچيز مي

 
 .  اثر افزایش  شعاع.12شکل 
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‌.‌نتیجه‌گیری6

های مقاله، افت انتقال صوت در پوسته در اين

با استفاده از تئوری برشي مرتبه  FMLایاستوانه

اول مورد بررسي واقع شد. پس از بررسي همگرايي 

و اعتبار سنجي مدل ارتعاشي و ارزيابي اثرات 

ها به صورت زير پارمترهای مختلف نتيجه بررسي

 گردد:خلاصه مي

نتايج  مقايسه آناليز ارائه شده با -الف

دهد که حل ارائه شده از پژوهشگران نشان مي

 باشد.دقت بالايي برخوردار مي

مدول الاستيسيته و ميزان سفتي سازه تاثير  -ب

 بسزايي در ميزان افت انتقال صوت دارند.

ای ميزان با افزايش شعاع پوسته استوانه  -ج

 يابد.انتقال صوت افزايش مي

افزايش سفتي  افزايش ضخامت پوسته به دليل -د

سازه، ميزان افت انتقال صوت را کاهش 

توان از آن به عنوان راهکاری دهد و مي مي

 جهت افزايش افت انتقال صوت استفاده کرد.

توان با افزايش کسر حجمي مربوط به فلز مي -ه

 ميزان افت انتقال صوت را افزايش داد. 

های فلزی با استحکام بالاتر با قرار دادن لايه -و

توان ميزان ای دور تر از تار خنثي مير ناحيهد

 افت انتقال صوت را افزايش داد.

‌فهرست‌علائم‌.7

𝑅 شعاع پوسته 

𝑐 سرعت صوت 

𝑑𝐵 دسی بل 

𝐸𝑖  مدول یانگ 

𝐹 فرکانس 

𝐺𝑖𝑗  مدول برشی 

ℎ ضخامت 

𝑘𝑧 عدد موج محوری 

𝑘𝑟  عدد موج شعاعی 

𝑀 عدد ماخ 

𝑁 شماره مد 

𝑃 فشار صوت 

𝑃𝑡  (𝑃𝑎) فشار صوت داخلی 

𝑃𝑟  (𝑃𝑎)فشار صوت منعکس شده  

𝑡 زمان 

𝑈 جابجایی 

𝛾 زاویه برخورد موج 

𝜀𝑛 ضریب نیومن 

𝑣 ضریب پواسون 

𝜔 ایسرعت زاویه 

 اپراتور لاپلاس 2∇
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