
 
 

 

245 

  2 شماره -12سال 

 1402پاییز و زمستان 

 نشریه علمی 

 دانش و فناوری هوا فضا

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

  
ت

عی
وض

ن 
عیی

ه ت
سع

تو
 

ک 
س ی

سا
را

ه ب
وار

اه
 م

ی
تیک

ستا
ا

  

 
گو

ال
زه

 با
ب

سا
 ح

بر
ی 

بتن
 م

فه
د

 ه
د

چن
م 

ریت
ی 

ا
 

 

 

استاتیکی ماهواره براساس یک الگوریتم چند هدفه مبتنی بر  توسعه تعیین وضعیت

  ایحساب بازه
 

 25/11/1401تاریخ دریافت: 

 14/04/1402تاریخ پذیرش: 

 3، رضا زردشتی2، حسین قدیری1رضا اسماعیل زاده
 esmaelzadeh@aut.ac.irتهران، اشتر،  دانشیار، مهندسی هوافضا، مجتمع دانشگاهی هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک -1

 اشتر، تهران دانشجوی دکتری، مهندسی هوافضا، مجتمع دانشگاهی هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک -2

 اشتر، تهران دانشیار، مهندسی هوافضا، مجتمع دانشگاهی هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک -3

 

  چکیده

گردد. به منظور به کارگیری مسئله وهبا نیاز به حداقل می iتعیین وضعیت ماهواره منجر به حل مسئله وهبامسئله 

های سنسور به دلیل وجوود  گیری گیری مستقل از هم و دو بردار متناظر در دستگاه مرجع است. اندازهدو بردار اندازه

هوا هسوتند دارای   دلیل اینکه تقریبی از این اندازه گیوری  نویز و ناهمراستایی دقیق نیستند و بردارهای مرجع نیز به

اند. ها در مسئله وهبا به طور صریح در نظر گرفته نشدهها و نامعینینامعینی و عدم قطعیتند. لیکن، این عدم قطعیت

یون  های مبتنی بر مسئله وهبا وابسته به دقت بردارهای ورودی اسوت. بوه منظوور رفوع ا    بنابراین دقت تخمین روش

ها به کمک گیریسازی و نویز اندازهها کراندار هستند. از اینرو خطاهای مدلکاستی، فرض شده است تمامی نامعینی

های موجود در بردارهای های این تحقیق، در نظر گرفتن عدم قطعیت ای مدل شده است. در واقع نوآوریحساب بازه

حل مسئله تعیین وضعیت از یک مسئله توک هدفوه بوه یوک     ای، تبدیل ورودی در مسئله وهبا به کمک حساب بازه

است. کارآیی ایون   NSGAسازی این مسئله چندهدفه با استفاده از حلگر سازی مقاوم چندهدفه و بهینهمسئله بهینه

روش با حل چند مثال مورد ارزیابی قرار گرفته است که نتوای،، بیوانگر خطوای تخموین وضوعیت کمتور در تعیوین        

 ه است.وضعیت ماهوار
 ای، ماهواره، تعیین وضعیت، تخمین مقاوم، بهینه سازی چندهدفهتحلیل بازههای کلیدی:  واژه 
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Abstract 

Solution of the static attitude determination of the satellite leads to the Wahba problem. The 

Wahba problem uses a set of at least two independent sensor measurements and reference 

vectors. These input vectors are not accurate due to sensor noises, misalignment, and low-

order approximations. But these uncertainties do not view in the classic Wahba problem 

directly. Hence, the estimation error of the Wahba problem depends on the accuracy of the 

input vectors. In this paper, modeling error, measurement noise, and biases are proposed 

unknown but bounded. These errors are modeled using interval analysis. The innovations of 

this research are considering the uncertainties in the input vectors in the Wahba problem 

using interval arithmetic and transforming the solution of the attitude determination problem 

from a single-objective problem to a multi-objective robust optimization problem. Then the 

multi-objective problem is optimized using an NSGA solver. The results indicate a lower 

attitude estimation error of the proposed method in attitude determination of the satellite. 
Keywords: Interval analysis, attitude determination, satellite, robust estimation, multi-objective optimization. 
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 . مقدمه1

های اصلی و مهم ماهواره، یکی از زیر سیستم

زیرسیستم تعیین وضعیت است. تعیین وضعیت 

فرآیندی برای تخمین وضعیت فضاپیما نسبت به 

یک دستگاه مرجع اینرسی است. فرآیند تعیین 

گیری نیاز دارد که وضعیت به یک یا چند اندازه

ضعیت از قبیل توان از سنسورهای ومی

سنسورهای خورشید و سنسور افق زمین یا 

تر مانند جایروهای فیبر نوری سنسورهای دقیق

 استفاده کرد.

مباحث مربوط به مشخص کردن نحوه 

قرارگیری ماهواره نسبت به یک دستگاه مرجع با 

و تخمین وضعیت  2عناوین تعیین وضعیت

شوند. تعیین وضعیت به رویکردهای شناخته می

اشاره دارد که وضعیت سیستم را  3ایحافظه بدون

کنند. نقطه به نقطه در هر گام زمانی تعیین می

ها خصوصیات احتمالاتی اغلب این روش

آورند.  های وضعیت را به حساب نمیگیری اندازه

دار اشاره تخمین وضعیت به رویکردهای حافظه

دار به معنای استفاده از مدل دارد. رویکرد حافظه

کی حرکت سیستم در ساختار فیلتر است، دینامی

گیری شده در طول های اندازهبه طوری که داده

شوند زمان به منظور استفاده در تخمین حفظ می

ها خصوصیات احتمالاتی . در این روش[1]

از جمله میانگین، های وضعیت گیری اندازه

آیند. از به حساب می واریانس و انحراف معیار

توان به فیلتر های تخمین وضعیت میجمله روش

 کالمن اشاره نمود.

های تعیین وضعیت ماهواره، ای از روشدسته

ی انقطه-های نقطه به نقطه یا تکبا نام روش

توان به ها میشوند. از جمله این روششناخته می

، 5، روش کواترنیون4های حداقل مربعاتروش

، روش تخمینگر [3, 2] 6روش تخمین کواترنیون

 8، تجزیه مقادیر منفرد[6-4] 7بهینه کواترنیون

و روش  [8] 9، روش ماتریس وضعیت بهینه[7]

 [9] 10تخمینگر ماتریس وضعیت خطی سریع

ها منجر به اشاره کرد. تعیین وضعیت با این روش

ها به حداقل گردد. این روش حل مسئله وهبا می

گیری برای محاسبه وضعیت دو یا چند بردار اندازه

زمانی مشخص نیاز دارند. همچنین  در هر نقطه

ها همانطور که از نامشان پیداست تنها این روش

ت های زمان حال برای تعیین وضعیاز داده

های نقطه  کنند. خصوصیت دیگر روشاستفاده می

به نقطه، عدم استفاده از مدل دینامیکی سیستم 

باشد. به همین دلیل  این برای تعیین وضعیت می

های استاتیکی نیز نامیده ها، الگوریتمروش

ها از تمامی بردارهای شوند. این روش می

 کنند.گیری در همان گام زمانی استفاده می اندازه

های های نقطه به نقطه جزء روشبنابراین روش

ها دارای زمان گیرند. این روشقرار می 11ای دسته

ها هستند و اجرای کمتر نسبت به دیگر روش

باشند و ماهیتی  مستقل از دینامیک سیستم می

های تعیین غیرخطی دارند. دسته دیگر روش

وضعیت، رویکردهای بازگشتی هستند که تمامی 

قبلی را بدون بکارگیری دینامیک های داده

توان گیرند که از آن جمله میسیستم در نظر می

، [10] 12به روش بازگشتی تخمین کواترنیون

، [11] 13تخمین کواترنیون بازگشتی بهینه

و فیلتر  [12] 14تخمین کواترنیون تعمیم یافته

اشاره  [13] 15بازگشتی وضعیت بهینه ترتیبی

 .کرد
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های اگرچه خطای تخمین وضعیت با روش

سازی نقطه وابسته به خطاهای مدل نقطه به

های گیری هستند، لیکن، نامعینیواندازه

گیری به طور مستقیم در سازی و اندازه مدل

های شوند. روشمسئله وهبا در نظر گرفته نمی

کمی در تحقیقات قبلی وجود دارد که این 

 16گیرند. احمِد و کریگانها را در نظر مینامعینی

مسئله وهبا را به صورت یک مسئله  [14]

با استفاده از نرم  17بیشینه-سازی کمینه بهینه

ها بازنویسی کردند. سپس با بینهایت نامعینی

جایگزینی نرم بینهایت با یک کران بالا، مسئله 

سازی نزدیک سازی را به یک مسئله کمینهبهینه

بهینه تبدیل نمودند. روش پیشنهادی دارای یک 

است. در مرجع  18قید درجه دو تابع هدف و

سازی تقریب زده شده به ، این مسئله کمینه[15]

با تابع هدف  19ریزی نیمه معینیک مسئله برنامه

، تعمیم 20اتریسی خطیخطی و قیود ناتساوی م

مسئله وهبا با استفاده  [16]یافته است. در مرجع 

بازنویسی  21از روش حداقل مربعات کوتاه شده

ریزی درجه دو شده است و به یک مسئله برنامه

مقید تبدیل گردیده است. سپس مسئله وهبا در 

های خارج از حضور تعداد زیادی از داده

یک  [17]حل شده است. مرجع  22محدوده

مبتنی بر مسئله وهبا برای  23تخمینگر هندسی

با  24های متفاوتهایی با نرخمواجه با ورودی

استفاده از تحلیل پایداری لیاپانوف ارائه نموده 

یمی از مسئله وهبا براساس تعم [18]است. مرجع 

ارائه کرده است و یک حل  25فرمولبندی لاسو

 بسته بهینه از آن معرفی نموده است.

گیری را بردارهای نامعین مرجع و اندازه

ای مدل کرد. مطالعه توان به کمک حساب بازه می

برای  1950ای در سال  در زمینه حساب بازه

ای گرد یافتن راهی به منظور کراندار کردن خطاه

کردن در محاسبات عددی شروع شد. هر عدد 

توان به وسیله چهارچوبی کراندار با حقیقی را می

های بالا و پایین مناسب نمایش داد. در سال کران

ای را برای تضمین حساب بازه [19]، مور 1966

ای محدوده نتای، ممکن معرفی کرد. حساب بازه

 روشی ساده و کاربردی برای نمایش نامعینی

 خطاهای کراندار است.

وضعیت با  با اینکه وابستگی خطای تخمین

استفاده از حل مسئله وهبا به خطای بردارهای 

های  ، لیکن در روش[1]ورودی اثبات شده است 

کلاسیک حل مسئله وهبا فرآیندی جهت کاهش 

این وابستگی وجود ندارد، به طوری که هر چه 

ها بیشتر باشد، متناسب با آن گیریخطای اندازه

خطای تخمین وضعیت نیز افزایش خواهد یافت. 

گردد که از تر میاین کاستی هنگامی بحرانی

ری گیسنسورهای ارزان قیمت جهت اندازه

استفاده شود. از اینرو مزیت و ویژگی بارز روش 

پیشنهادی کاهش خطای تخمین در حضور عدم 

های موجود در بردارهای ورودی است. از قطعیت

آنجا که در ساختار پیشنهادی، برای کاهش 

یابی چندهدفه حل خطای تخمین یک تابع بهینه

گردد، بنابراین زمان محاسبات آن بیشتر از می

 مرسوم است.های روش

این مقاله  بدینصورت سازماندهی شده است 

ها ای، نامعینیکه ابتدا به کمک حساب بازه

سازی شده و در مسئله وهبا در نظر گرفته  مدل

صورت یک مسئله  شوند سپس مسئله وهبا بهمی

گردد و با سازی چندهدفه بازنویسی میبهینه

 گردد.استفاده از یک حلگر چند هدفه حل می
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تعریف مسئله

 تعیین های الگوریتم اکثر بنیاد اساس و

 مسئله وَهبا است. مسئله ای،نقطه تک وضعیت

 و داروزن مربعات حداقل مسئله وَهبا یک

 بهینه وضعیت ماتریس تعیین برای غیرخطی

 بردار دو حداقل از ایمجموعه کمک به

 که عملکردی تابع است. مستقل گیری اندازه

 زیر صورت به کمینه گردد دبای مسئله این در

 :[20]  شود می تعریف

(1) 𝐽 =
1

2
∑ 𝑎𝑖‖𝑏𝑖 − 𝐴𝑟𝑖‖2

𝑁

𝑖=1

 

𝑎𝑖اسکالر  و مثبت و عددی وزنی ، ضریب

به ترتیب  𝑟𝑖و  𝑏𝑖 ماتریس وضعیت، و 𝐴است. 

 مسئله گیری و بردار مرجع هستند. بردار اندازه

 بردارهای از تعداد را دارد که هر وَهبا این قابلیت

 محاسبه همزمان طور به که نویزی گیری اندازه

 بهینه وضعیت آوردن دست به برای را شوند می

 هایپاسخ ارائه در روش این توانایی پردازش کند.

و  سازیخطی هیچگونه بدون سراسری بهینه

 گرفتن نظر در مانند کننده محدود هایفرض

محققان  از بسیاری توجه موجب کوچک، زوایای

 است. شده به آن

 ارائه وَهبا مسئله برای بسیاری هایحل

 این مسئله، تابع های حل در اکثر است. گردیده

 رویکردی شود.می بیان دیگر شکلی عملکرد به

 هاکواترنیون از استفاده زمینه این در کاربردی

 [21] داونپورت است. عملکرد تابع نمایش برای

 نبیا ها برایکواترنیون از استفاده که داد نشان

 عملکردی تابع منجر به وَهبا مسئله عملکرد تابع

 مسئله حل گردد و پاسخ بهینه آن با می دو درجه

 آید. می دست زیر به ویژه مقادیر

(2) 

𝐾𝑞 = 𝜆𝑞 

𝐾 = [
𝐵 + 𝐵𝑇 − 𝑡𝑟(𝐵)𝐼3 𝑍

𝑍𝑇 𝑡𝑟(𝐵)
] 

𝐵 = ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑟𝑖
𝑇

𝑁

𝑖=1

 

𝑍 = ∑ 𝑎𝑖(𝑏𝑖 × 𝑟𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

بردار ویژه  𝑞مقدار ویژه،  𝜆(، 2در رابطه )

4ماتریسی متقارن و  𝐾متناظر با آن، و  × 4 

 شناخته 𝑞 روش عنوان با داونپورت که حلاست. 

 جای به را وضعیت های کواترنیون شود،می

 از که همانطور کند. می ماتریس وضعیت محاسبه

 یک ،کواترنیون بردار است، ( مشخص2) رابطه

 وضعیت باشد.می 𝐾ماتریس  برای ویژه بردار

 𝐾 ماتریس ویژه بردار معادل نظر مورد بهینه

چهار  و ویژه مقدار چهار دارای 𝐾 ماتریس است.

 از یکی تنها که باشدمی هاآن با متناظر ویژه بردار

بهینه  وضعیت به بردار کواترنیون مربوط آنها

 مقدار زرگترینب با متناظر بردار ویژه باشد. می

 از مربعات حداقل بهینه ، تخمین𝐾 ماتریس ویژه

 مزایای و خصوصیات جمله از باشد.وضعیت می

 این همچنین  .[3]بودن آن است  مقاوم ،𝑞 روش

 و مستقیم طور به وَهبا را غیرخطی مسئله روش،

 ساده هایفرض با سازی خطی هیچگونه بدون

 .نمایدمی حل کننده

( 1های نقطه به نقطه مبتنی بر معادله )روش

های برای تعیین ماتریس دوران، نیازمند کمیت

برداری هم در دستگاه بدنی و هم در دستگاه 

مرجع می باشند. از اینرو تنها از سنسورهایی 

بوط به کمیت های مرتوان بهره برد که داده می

گیری شده در دستگاه مرجع موجود باشد. از اندازه

سن،، سنسور توان به مغناطیسآن جمله می

ای اشاره کرد. بنابراین خورشیدی، و سنسور ستاره
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ها هم وابسته خطای تخمین وضعیت در این روش

گیری و هم خطای مدل مرجع  به خطاهای اندازه

خطاهای  است. تحلیل خطا مسئله وهبا با مدل

ارائه  [23, 22, 7, 3, 1]احتمالاتی در مراجع 

 شده است.

 

 روش پیشنهادی -3

 سازی عدم قطعیت. مدل3-1

توان را می 𝑥𝐼متعلق به بازه  𝑥هر مقدار حقیقی 

 :[24]به صورت زیر بیان نمود 

(3) 𝑥 = 𝑥𝑚 + 𝛼𝑥𝑟 ,      𝛼𝜖[−1 1] 

𝑥𝑚  و𝑥𝑟  مرکز و شعاع بازه𝑥𝐼  .هستند𝛼 

با توجه به  است. 1تا  -1مقداری حقیقی در بازه 

توانند گیری شده و مرجع می اینکه مقادیر اندازه

دارای خطا و عدم قطعیت باشند، با تعمیم رابطه 

ا به کمک ها ر توان آن( برای بردارها، می3)

 ای به صورت زیر درنظر گرفت:حساب بازه

 

 

 

(4) 

 

𝑏𝑖 = 𝑚𝑖𝑑(𝑏𝐼) + ∆𝑏

= 𝑏𝑚 + ∑ 𝛼𝑗𝑏𝑗
𝑟

3

𝑗=1

 

     = 𝑏𝑚 + [𝛼]𝑏𝑟  , 𝛼𝑗𝜖[−1 1] 

𝑟𝑖 = 𝑚𝑖𝑑(𝑟𝐼) + ∆𝑟 = 𝑟𝑚 + ∑ 𝛽𝑗𝑟𝑗
𝑟

3

𝑗=1

 

    = 𝑟𝑚 + [𝛽]𝑟𝑟  , 𝛽𝑗𝜖[−1 1] 

𝑏𝑖  و𝑟𝑖 های بردارهای حقیقی متعلق به بازه

𝑏𝐼  و𝑟𝐼  .هستند∆𝑏  و∆𝑟 های کراندار نامعینی

𝑏𝑗پارامترهای  هستند.
𝑟  و𝑟𝑗

𝑟  بیانگر بردارهایی

-𝑗ها به غیر از های آنهستند که تمامی المان

، شعاع بازه 𝑟𝑟و  𝑏𝑟امین المان، صفر است.

هستند. با توجه به اینکه  𝑟𝐼و  𝑏𝐼خطای 

گیری در هر راستا مستقل از دیگر راستاها  اندازه

و  [𝛼]های در نظر گرفته شده است،  ماتریس

[𝛽] .ماتریس همانی هستند 

 ای. تعیین وضعیت مبتنی بر حساب بازه3-2

( خواهیم 1( در رابطه اصلی)4با جایگذاری رابطه)

 داشت:

𝐽 =
1

2
∑ 𝑎𝑖[(𝑏𝑖

𝑚 + ∆𝑏𝑖) − 𝐴(𝑟𝑖
𝑚 + ∆𝑟𝑖)]𝑇[(𝑏𝑖

𝑚

𝑛

𝑖=1

+ ∆𝑏𝑖) − 𝐴(𝑟𝑖
𝑚 + ∆𝑟𝑖)] 

=
1

2
∑ 𝑎𝑖[(𝑏𝑖

𝑚 + ∆𝑏𝑖)
𝑇(𝑏𝑖

𝑚 + ∆𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=1

− (𝑏𝑖
𝑚 + ∆𝑏𝑖)

𝑇 𝐴(𝑟𝑖
𝑚 + ∆𝑟𝑖)  

− (𝑟𝑖
𝑚 + ∆𝑟𝑖)

𝑇𝐴𝑇(𝑏𝑖
𝑚 + ∆𝑏𝑖)

+ (𝑟𝑖
𝑚 + ∆𝑟𝑖)

𝑇𝐴𝑇𝐴(𝑟𝑖
𝑚

+ ∆𝑟𝑖)] 

=
1

2
∑ 𝑎𝑖 [𝑏𝑖

𝑚𝑇
𝑏𝑖

𝑚 + 𝑏𝑖
𝑚𝑇

∆𝑏𝑖 + ∆𝑏𝑖
𝑇𝑏𝑖

𝑚

𝑛

𝑖=1

+ ∆𝑏𝑖
𝑇∆𝑏𝑖

− 2 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

𝐴𝑟𝑖
𝑚 + 𝑏𝑖

𝑚𝑇
𝐴∆𝑟𝑖

+ ∆𝑏𝑖
𝑇𝐴𝑟𝑖

𝑚 + ∆𝑏𝑖
𝑇𝐴∆𝑟𝑖)

+ 𝑟𝑖
𝑚𝑇

𝑟𝑖
𝑚 + 𝑟𝑖

𝑚𝑇
∆𝑟𝑖 + ∆𝑟𝑖

𝑇𝑟𝑖
𝑚

+ ∆𝑟𝑖
𝑇∆𝑟𝑖] 

𝐽 = − ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

𝐴𝑟𝑖
𝑚)

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

𝐴∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖
𝑇𝐴𝑟𝑖

𝑚)

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖
𝑇𝐴∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

+
1

2
∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖

𝑚𝑇
𝑏𝑖

𝑚

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟𝑖
𝑚𝑇

𝑟𝑖
𝑚)

+
1

2
∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖

𝑇∆𝑏𝑖 + ∆𝑟𝑖
𝑇∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

+ ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

∆𝑏𝑖 + 𝑟𝑖
𝑚𝑇

∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

ای است. بنابراین یک تابع بازه  𝐽تابع هدف 

توان براساس هر تابع حقیقی متعلق به آن را می

( به صورت دو تابع هدف مجزا به صورت 3رابطه )

 زیر بیان نمود:
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(5) 𝐽𝐼 = 𝐽𝑚 + ∆𝐽 

(6) 

𝐽𝑚 = − ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

𝐴𝑟𝑖
𝑚)

𝑛

𝑖=1

 

           +
1

2
∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖

𝑚𝑇
𝑏𝑖

𝑚 + 𝑟𝑖
𝑚𝑇

𝑟𝑖
𝑚)

𝑛

𝑖=1

 

(7) 

∆𝐽 = − ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

𝐴∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 − ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖
𝑇𝐴𝑟𝑖

𝑚)

𝑛

𝑖=1

 

 − ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖
𝑇𝐴∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 +
1

2
∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖

𝑇∆𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∆𝑟𝑖
𝑇∆𝑟𝑖) 

 + ∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

∆𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟𝑖
𝑚𝑇

∆𝑟𝑖) 

( در دو عبارت انتهایی 4با جایگذاری رابطه )

 ( ،خواهیم داشت: 7رابطه )

(8) 

1

2
∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖

𝑇∆𝑏𝑖 + ∆𝑟𝑖
𝑇∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 

1

2
∑ 𝑎𝑖(𝑏𝑖

𝑟𝑇[𝛼]𝑇[𝛼]𝑏𝑖
𝑟

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟𝑖
𝑟𝑇[𝛽]𝑇[𝛽]𝑟𝑖

𝑟) 

∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

∆𝑏𝑖 + 𝑟𝑖
𝑚𝑇

∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 

∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

[𝛼]𝑏𝑖
𝑟 + 𝑟𝑖

𝑚𝑇
[𝛽]𝑟𝑖

𝑟)

𝑛

𝑖=1

 

قطری  [𝛽]و  [𝛼]با توجه به اینکه ماتریس 

 هستند، بنابراین:

(9) [𝛼]𝑇[𝛼] = [𝛼][𝛼] = [𝛼]2 = 𝑆𝛼 
[𝛽]𝑇[𝛽] = [𝛽][𝛽] = [𝛽]2 = 𝑆𝛽 

 ( خواهیم داشت:8( در)9با جایگذاری رابطه )

 

 
1

2
∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖

𝑇∆𝑏𝑖 + ∆𝑟𝑖
𝑇∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 

 

 

(10) 

 

 

1

2
∑ 𝑎𝑖(𝑏𝑖

𝑟𝑇
𝑆𝛼𝑏𝑖

𝑟 + 𝑟𝑖
𝑟𝑇

𝑆𝛽𝑟𝑖
𝑟)

𝑛

𝑖=1

 

∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

∆𝑏𝑖 + 𝑟𝑖
𝑚𝑇

∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 

∑ 𝑎𝑖 (𝑏𝑖
𝑚𝑇

[𝛼]𝑏𝑖
𝑟 + 𝑟𝑖

𝑚𝑇
[𝛽]𝑟𝑖

𝑟)

𝑛

𝑖=1

 

بنابراین با بیان روابط به شکل ضرب ماتریسی 

ها برای بیان ماتریس و استفاده از کواترنیون

 دوران خواهیم داشت:

 

 

 

 

(11) 

 

𝐽𝑚 = −𝑞𝑇𝐾𝑚𝑞 +
1

2
𝑡𝑟(𝑊𝐵𝑚𝑇𝐵𝑚)

+
1

2
𝑡𝑟(𝑊𝑅𝑚𝑇𝑅𝑚) 

∆𝐽 = −𝑞𝑇𝐾∆𝑟𝑞 − 𝑞𝑇𝐾∆𝑏𝑞 − 𝑞𝑇𝐾∆𝑟,∆𝑏𝑞

+
1

2
𝑡𝑟(𝑊𝐵𝑟𝑇𝑆𝛼𝐵𝑟)

+
1

2
𝑡𝑟(𝑊𝑅𝑟𝑇𝑆𝛽𝑅𝑟)

+ 𝑡𝑟(𝑊𝐵𝑚𝑇[𝛼]𝐵𝑟)

+ 𝑡𝑟(𝑊𝑅𝑚𝑇[𝛽]𝑅𝑟) 

ابتدا باید  𝐾های برای محاسبه ماتریس

را برای هرکدام به صورت  𝑍و  𝐵های  ماتریس

 :ر تعیین نمودزی

(12) 

𝐵𝑚 = ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑚𝑟𝑖

𝑚𝑇
= 𝐵𝑚𝑊𝑅𝑚𝑇

𝑛

𝑖=1

 

𝐵∆𝑟 = ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑚∆𝑟𝑖

𝑇 = 𝐵𝑚𝑊𝑅𝑟𝑇[𝛽]𝑇

𝑛

𝑖=1

 

𝐵∆𝑏 = ∑ 𝑎𝑖∆𝑏𝑖𝑟𝑖
𝑚𝑇

= [𝛼]𝐵𝑟𝑊𝑅𝑚𝑇

𝑛

𝑖=1

 

𝐵∆𝑏,∆𝑟 = ∑ 𝑎𝑖∆𝑏𝑖∆𝑟𝑖
𝑇 = [𝛼]𝐵𝑟𝑊𝑅𝑟𝑇[𝛽]𝑇

𝑛

𝑖=1

 

𝑍𝑚 = ∑ 𝑎𝑖(𝑏𝑖
𝑚 × 𝑟𝑖

𝑚) = (𝐵𝑚 × 𝑅𝑚)𝑊

𝑛

𝑖=1

 

𝑍∆𝑟 = ∑ 𝑎𝑖(𝑏𝑖
𝑚 × ∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= (𝐵𝑚 × [𝛽]𝑅𝑟)𝑊 

𝑍∆𝑏 = ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖 × 𝑟𝑖
𝑚)

𝑛

𝑖=1

= ([𝛼]𝐵𝑟 × 𝑅𝑚)𝑊 

𝑍∆𝑏,∆𝑟 = ∑ 𝑎𝑖(∆𝑏𝑖 × ∆𝑟𝑖)

𝑛

𝑖=1

= ([𝛼]𝐵𝑟

× [𝛽]𝑅𝑟)𝑊 
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سازی تابع هدف، معادل در این حالت حداقل

سازی تغییرات آن یابی نقطه میانی و کمینهکمینه

های نامعین است. بنابراین  در حضور ورودی

سازی تک ئله مورد بررسی از یک مسئله بهینهمس

سازی چندهدفه تبدیل  هدفه به یک مسئله بهینه

سازی شود. از آنجا که یکی از اهداف، کمینهمی

تغییرات تابع هدف است، بنابراین مسئله مورد 

سازی چندموضوعی بررسی، یک مسئله بهینه

 مقاوم خواهد بود.

و یا سازی چندهدفه، ددر یک مسئله بهینه

-یابی میچند تابع هدف به طور همزمان بهینه

سازی شوند. دلیل اصلی برای استفاده از بهینه

چندهدفه اینست که عملکرد یک سیستم چند 

موضوعی، علاوه بر عملکرد هریک از اهداف، از 

پذیرد. با در نظر ها نیز تأثیر می اثرات متقابل آن

لی توان عملکرد ک گرفتن این اثرات متقابل می

. حل یک مسئله [25]سیستم را بهبود بخشید 

های ای از پاسخ سازی چندهدفه، مجموعهبهینه

شود. هر بهینه است که جبهه پارتو نامیده می

موجود در جبهه پارتو بهینه است اگر نتوان  پاسخ

ها یک تابع هدف را بهینه کرد بدون توسط آن

یابی تابع هدف دیگر ر مخربی بر کمینهاینکه اث

داشته باشد. به عبارتی یک تابع هدف تا جایی 

یابی تابع گردد که اثر مخربی بر بهینهکمینه می

 هدف دیگر نداشته باشد.

ها ممکن است از طرفی وجود عدم قطعیت

باعث تغییرات یا نوسان در عملکرد سیستم گردد 

ی عملکردی و منجر به انحراف شدید یا حتی خطا

ها از شوند. بنابراین به حساب آوردن عدم قطعیت

همان ابتدا حائز اهمیت خواهد بود. از اینرو یکی 

سازی چندهدفه در حضور عدم های بهینهاز روش

نامیده  [26]سازی چندهدفه مقاوم قطعیت، بهینه

سازی چند هدفه شود. در یک مسئله بهینهمی

انات عملکرد کلی گردد نوسمقاوم سعی می

ها کمینه گردد. در سیستم در حضور عدم قطعیت

یابی مسئله مورد بررسی، این امر توسط بهینه

 شود.( انجام می11همزمان توابع هدف رابطه )

 ای. تعیین وضعیت مبتنی بر حساب بازه4

های سنسور به دلیل گیریمدل مرجع و اندازه

های ریبوجود نویز و ناهمراستایی و همچنین تق

سازی، دقیق نیستند. از ساده کننده برای مدل

ها، یک خطای لسازی این نامعینیاینرو، برای مد

با  𝑟𝑟±و  𝑏𝑟±تصادفی کراندار در محدوده 

توزیع یکنواخت به مقادیر دقیق بردارهای مرجع و 

-گیری اضافه گردیده است. بردارهای اندازهاندازه

جی سنسورهای گیری در این تحقیق، خرو

-سن، در نظر گرفته شدهخورشیدی و مغناطیس

اند. بردارهای مرجع نیز مدل مغناطیس زمین و 

های  کران 𝑟𝑟و  𝑏𝑟بردار خورشید هستند. 

نامعینی در بردارهای مرجع و اندازه گیری هستند 

اند. درصد مقدار ورودی در نظر گرفته شده 20که 

های ورودی بر ادهدر این بخش تأثیر نامعینی د

روی دقت تخمین روش پیشنهادی و روش 

های بدست آمده در کواترنیون با استفاده از داده

گردد. از آنجا که یک زمان مشخص بررسی می

تابع هدفی که باید کمینه گردد به صورت 

یابی چندهدفه چندهدفه است، از حلگر بهینه

NSGA  در محیط برنامه متلب استفاده شده

ها براساس روش عیت اولیه کواترنیوناست. جم

ترین روش اند. روش تریاد سادهتولید شده26 تِریاد

تعیین وضعیت است. به منظور تعیین وضعیت با 
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گیری و مرجع روش تریاد به دو جفت بردار اندازه

با  𝐴𝑜𝑏𝑠نیاز است. در این روش، ماتریس مشاهده 

ریس مرجع گیری، و ماتاستفاده از بردارهای اندازه

𝐴𝑟𝑒𝑓  با استفاده از بردارهای مرجع ساخته

های مذکور به شوند. بردارهای پایه ماتریس می

 شوند: صورت زیر محاسبه می

𝑣1 = 𝑏1, 𝑣2 =
𝑏1 × 𝑏2

‖𝑏1 × 𝑏2‖
, 𝑣3 = 𝑏1 × 𝑣2 

𝑤1 = 𝑟1, 𝑤2 =
𝑟1 × 𝑟2

‖𝑟1 × 𝑟2‖
, 𝑤3 = 𝑟1 × 𝑤2 

𝐴𝑜𝑏𝑠 = [𝑣1 𝑣2 𝑣3] 

𝐴𝑟𝑒𝑓 = [𝑤1 𝑤2 𝑤3] 

𝑏1  و𝑏2گیری، ، بردارهای اندازه𝑟1  و𝑟2  ،

، به ترتیب بردارهای 𝑤و  𝑣بردارهای مرجع،  

هستند. سپس  𝐴𝑟𝑒𝑓و  𝐴𝑜𝑏𝑠های پایه ماتریس

 گردد:عیت به صورت زیر محاسبه میماتریس وض

 𝐴𝑇𝑟𝑖𝑎𝑑 = 𝐴𝑜𝑏𝑠𝐴𝑟𝑒𝑓
−1  

ها را از ماتریس توان کواترنیوندر نهایت می

وضعیت محاسبه شده، تعیین کرد. محدوده 

درصد مقدار جمعیت اولیه در نظر  10جستجو 

 گرفته شده است.

سازی چندهدفه یک پاسخ یک مسئله بهینه

های بهینه تحت عنوان جبهه اسخمجموعه از پ

های بهینه موجود در پارتو است. هیچ یک از پاسخ

جبهه پارتو نسبت به دیگری ارجحیت ندارد. به 

عبارت دیگر، هیچ پاسخ بهینه موجود در جبهه 

پارتو بر دیگری غالب نیست. لیکن، از نقطه نظر 

کاربردی فقط امکان به کارگیری فقط یکی از 

وجود دارد که پاسخ ترجیحی های بهینه پاسخ

شود و برای انتخاب آن از بین  نامیده می

گردد. های بهینه موجود معیاری تعریف می پاسخ

این معیار، کمینه خطای وضعیت نام دارد که به 

 گردد:صورت زیر تعریف می

(13) δϑ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
1

2
(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(∆𝐴 − 1))) 

 𝐴∆تریس بیانگر زاویه اویلر ما δϑدر اینجا 

شود. ماتریس است که خطای وضعیت نامیده می

∆𝐴 گردد: به صورت زیر محاسبه می 

(14) ∆𝐴 = 𝐴𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒𝑑
𝑇 𝐴𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 

 1. مثال 4-1

گیری و مرجع به صورت دو جفت بردار واحد اندازه

 :[27]زیر در نظر بگیرید 

(15) 

𝑟1
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [0.2673 0.5345 0.8018]𝑇 

𝑏1
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [0.7749 0.3448 0.5297]𝑇 

𝑟2
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [−0.3124 0.937 0.1562]𝑇 

𝑏2
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [0.6296 0.6944 −0.348]𝑇 

گیری با های اندازهبا درنظر گرفتن خطا در داده

، بردارهای  5o±توزیع یکنواخت و مقدار بیشینه 

 :[27]گیری خطادار به صورت زیر خواهند بود  اندازه

(16) 
𝑏1

𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑒𝑑
= [0.781 0.375 0.498]𝑇 

 

𝑏2
𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑒𝑑

= [0.616 0.707 −0.345]𝑇 
وضعیت تخمین زده شده با استفاده از روش 

( نمایش 1کواترنیون و روش پیشنهادی، در جدول )

داده شده است. نتای، بیانگر این موضوع است که 

های تخیمن زده شده توسط روش کواترنیون

کواترنیون دارای خطای بیشتری نسبت به روش 

یشنهادی عملکرد بهتری در پیشنهادی است و روش پ

 حضور نامعینی داشته است.

 : مقایسه عملکرد روش کواترنیون1جدول 

 و روش پیشنهادی 

کواترنیون تخمین زده  روش
 شده

خطای 
 وضعیت

 پاسخ دقیق
[

0.2588
0

0.4830
0.8365

] 

- 

روش 
] کواترنیون

0.2643
−0.0051
0.4706
0.8418

] 
 

1.76 𝑑𝑒𝑔 

روش 
] یپیشنهاد

0.2655
0

0.4708
0.8414

] 

 
1.68 𝑑𝑒𝑔 
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مجموعه بردارهای ورودی و بردار وضعیت مربوطه را 

 :[15]به صورت زیر در نظر بگیرید 

 

 

 

(17) 

 

 
 

𝑟1
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [−0.54 −0.326 0.775]𝑇 

𝑏1
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [−0.776 −0.46 0.43]𝑇 

𝑟2
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [−0.673 0.000133 0.74]𝑇 

𝑏2
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [−0.927 0.01 0.374]𝑇 

        

𝑞𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = [

−0.9746
0.0707

−0.2122
−0.0125

] 

های نامعین هم در بردارهای به منظور تولید داده

گیری و هم در بردارهای مرجع، خطایی تصادفی اندازه

با توزیع یکنواخت و کراندار به مقادیر دقیق بردارهای 

های پایین و بالای ورودی اضافه گردیده است. کران

درصد مقدار ورودی در نظر  20بردارهای اغتشاشی 

 100به منظور مقایسه دقیقتر،  اند. سپسگرفته شده

داده اغتشاشی تولید شده است و مقدار میانگین 

واریانس خطای تخمین محاسبه گردیده است. توزیع 

نشان داده  4تا  1های های اغتشاشی در شکلداده

( ارائه شده 2شده است. نتای، حاصل نیز در جدول )

است. براساس این نتای، روش پیشنهادی در حضور 

های کراندار در کلیه بردارهای ورودی، دارای ینامعین

میانگین خطای تخمین کمتری نسبت به روش 

کواترنیون است. بنابراین روش پیشنهادی، عملکرد 

تری نسبت به روش کواترنیون دارد، زیرا  مطمئن

های خطای تخمین آن در محدوده کوچکتری کران

 گیرند.قرار می

نیون و روش : مقایسه عملکرد روش کواتر2جدول 

 پیشنهادی

میانگین خطای  روش

 تخمین

واریانس خطای 

 تخمین

روش 

 کواترنیون
15.1352 95.1604 

روش 

 پیشنهادی
0.5699 0.1915 

همانطور که از نتای، مشخص است، دقت تخمین 

وضعیت با روش کواترنیون وابسته به دقت بردارهای 

ورودی است. بنابراین هر چه خطای بردارهای ورودی 

شتر باشد دقت تخمین نیز به همان نسبت کاهش بی

داده اغتشاشی  100یابد. در این مثال با تولید می

تصادفی و محاسبه میانگین و واریانس خطای تخمین 

این موضوع نشان داده شده است. در واقع روش 

کواترنیون کنترلی بر خطای تخمین ندارد. لیکن در 

ند که هایی قابل قبول هستروش پیشنهادی پاسخ

-علاوه بر تابع هدف، خطای آن را نیز در حضور داده

های اغتشاشی کمینه کنند. در روش پیشنهادی، 

ها یک هایی بهینه هستند که نتوان توسط آنپاسخ

تابع هدف را بهینه کرد بدون اینکه اثر مخربی بر 

یابی تابع هدف دیگر داشته باشد. به عبارتی در کمینه

تابع هدف تا جایی کمینه  مسئله مورد بررسی خطای

یابی تابع هدف دیگر گردد که اثر مخربی بر بهینهمی

یابی نداشته باشد و بالعکس. این امر با کمینه

داده ورودی  100برای هر یک از  βو  αپارامترهای 

حاصل شده است. از آنجا که خطای تابع هدف تابعی 

از خطای بردارهای ورودی است، بنابراین کمینه 

خطای تایع هدف باعث کاهش اثر خطای کردن 

شود. بنابراین بردارهای ورودی بر دقت تخمین می

میانگین خطای تخمین و واریانس آن نیز کاهش 

 یابد. می

 
 r1: توزیع بردارهای اغتشاشی 1شکل 
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 r2: توزیع بردارهای اغتشاشی 2شکل 

 
 b1: توزیع بردارهای اغتشاشی 3شکل 

 
 b2: توزیع بردارهای اغتشاشی 4شکل 

 گیری. نتیجه5

در این مقاله، مسئله وهبا با استفاده از حساب 

ای به یک مسئله تعیین وضعیت چندهدفه با بازه

های ورودی تبدیل های کراندار در دادهنامعینی

شد. مسئله چندهدفه غیرخطی حاصل به کمک 

یاب چندهدفه حل گردید. برای یک حلگر کمینه

ولید حدس اولیه نیز از الگوریتم تریاد استفاده ت

شد. سپس معیاری تحت عنوان کمینه خطای 

تخمین به منظور انتخاب پاسخ ترجیحی از بین 

های بهینه موجود در جبهه پارتو معرفی پاسخ

گردید. نتای، نشان دادند که روش پیشنهادی 

عملکرد بهتری در حضور نامعینی نسبت به روش 

های ون دارد و قادر است کرانرای، کواترنی

کوچکتری برای خطای تخمین ارائه دهد. البته، 

عملکرد روش پیشنهادی وابسته به حدس اولیه و 

های جستجو است. بنابراین، ارائه روشی برای کران

تواند از های جستجو میتخمین بهتر کران
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