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 چکيده

هدف از تحقیق حاضر، تحلیل پایداری فلاتر بال مرفینگ هواپیما و بررسی آثار ناشی از تغییر طول 

در جهت دهانه است. وجود یک عضو مرفینگ به منظور تغییر دهانه بال هواپیما، باعث تغییر طول 

ه مکان و ها ب دهانه بال و در نتیجه باعث بر هم زدن معادلات سازه و آیرودینامیکی و وابستگی آن

ای تیر اویلر برنولی و  سازه  شود. جهت تشکیل و حل معادلات حاکم، از مدل زمان تغییر طول می

های نوآوری این مقاله، تحلیل و بررسی  شود. از جنبه مدل آیرودینامیک ناپایای پیترز استفاده می

گرایی بر پایداری  پسآثار همزمان پارامترهایی همچون محل قرارگیری موتور، نیروی موتور و زاویه 

آیروالاستیک بال مرفینگ است. بررسی پایداری با استفاده از معادلات خطی و بر اساس تحلیل 

مقدار ویژه سیستم صورت گرفته و ارزیابی و دقت نتایج به دست آمده، از طریق مقایسه با نتایج 

زمان با  دهند که هم موجود در پیشینه تحقیقات مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می

گرایی کوچک باعث کاهش سرعت فلاتر شده و  افزایش طول بال، وجود موتور یا یک زاویه پس

کنند. همچنین سرعت باز شدن بال مرفینگ اثر مثبت بر عملکرد  تر می پدیده فلاتر را بحرانی

 هد بود. آیروالاستیک داشته و هر چه بال مرفینگ سریعتر باز شود، سرعت فلاتر بیشتر خوا

 واژگان کليدی

 تحلیل آیروالاستیک، بال مرفینگ، مدل آیرودینامیک ناپایای پیترز، اثر موتور.

 . مقدمه1

‌یبه‌سو‌یدیجد‌یدرها‌ها،‌نگیمدرن‌همچون‌مرف‌یها‌شرفتیپ

‌طراح‌یپرواز‌یها‌تیقابل ‌‌ییهوا‌دیجد‌یها‌یو ‌است. در‌گشوده

در‌هندسه‌بال‌در‌‌رییتغ‌تیقابلهای‌اخیر‌فناوری‌مرفینگ‌یا‌‌سال

‌گرفته‌نیح ‌قرار ‌طراحان ‌و ‌محققان ‌توجه ‌مورد ‌ازمندین‌و‌پرواز

های‌مختلفی‌که‌‌در‌میان‌حالتاست.‌‌یجد‌یها‌لیو‌تحل‌‌یبررس

‌تغییر‌در‌دهانه‌اثر‌زیادی‌بر‌برای‌یک‌پرنده‌مرفین گ‌وجود‌دارد،

‌اثر‌ ‌نیز ‌منظری ‌نسبت ‌در ‌افزایش ‌که ‌دارد ‌بال ‌منظری نسبت

‌اعمال‌می ‌به‌نیروی‌پسا ‌نتیجه‌‌مستقیم‌بر‌نسبت‌نیروی‌برآ کند.

‌پروازی‌ ‌مداومت ‌افزایش ‌و ‌مسافت ‌افزایش ‌مستقیم، ‌تاثیر این

شماتیک‌یک‌بال‌مرفینگ‌در‌راستای‌افزایش‌‌‌1شکلخواهد‌بود.‌

ها‌در‌‌در‌راستای‌استفاده‌از‌مرفینگدهد.‌‌طول‌دهانه‌را‌نمایش‌می
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‌مهم  ‌از ‌است. ‌شده ‌انجام ‌مختلفی ‌تحقیقات ‌بال، ‌این‌‌سازه ترین

‌2003در‌سال‌‌[1]‌ارانتوان‌به‌کار‌ساندرس‌و‌همک‌تحقیقات،‌می

‌تحقیق ‌این ‌در ‌کرد. ‌تغ‌اشاره ‌ممان‌راتیینحوه ‌و ‌فشار با‌‌‌رول،

‌مقایسه‌گردید.‌با‌سطوح‌معمول‌ارایه‌واندازه‌سطوح‌کنترل‌‌تغییر

‌

 
 مرفينگ در راستای تغيير طول بالشماتيک  .1 شکل

‌

به‌بررسی‌آثار‌ناشی‌از‌‌2005ر‌سال‌د‌[2]‌بائی‌و‌همکارانش

‌اندازه‌دهانه‌بال‌)افزا‌رییتغ ‌،یمساحت‌بال‌و‌نسبت‌منظر‌شیدر

‌افزا‌فت،یل‌شیافزا ‌خمش‌شیکاهش‌درگ، ‌آثار‌‌شهیر‌یممان و

‌طراحی‌‌(کیروالاستیآ ‌و ‌کارگیری ‌به ‌روند ‌زمینه ‌در پرداختند.

ها‌و‌‌دیدگاه‌2006در‌سال‌‌[3]‌ها،‌فریسول‌و‌همکارانش‌مرفینگ

‌بررسی‌ ‌را ‌اندازه‌اجزاء‌هواپیما پیشنهادهای‌مختلف‌برای‌تغییر‌در

‌ولی‌ ‌است ‌نشده ‌ارائه ‌عددی ‌نتیجه ‌تحقیق ‌این ‌در کردند.

 نظر‌هستند.‌ها‌صاحب‌راهگشای‌افرادی‌است‌که‌در‌زمینه‌مرفینگ

‌سال‌‌[4]‌عامری‌و‌همکارانش ‌ناش‌2007در ‌ابعاد‌آثار ‌تغییر ی‌از

‌تغییر‌ ‌تغییرات‌ناشی‌از ‌و ‌یک‌پرنده وینگلت‌مرفینگ‌بر‌عملکرد

محل‌مرکز‌جرم‌و‌تغییر‌خواص‌اینرسی‌را‌مورد‌بررسی‌قرار‌دادند.‌

‌ ‌سال ‌در ‌که ‌مهمی ‌تحقیقات ‌دیگر ‌است،‌‌2007از ‌شده انجام

‌همکارانش ‌و ‌هرنکیا ‌به ‌مربوط ‌‌[5]‌تحقیق ‌این‌است. ‌از هدف

‌آیروالاستیک‌ ‌اساس ‌بر ‌مرفینگ ‌بال ‌یک ‌طراحی تحقیق،

‌سازی‌آن‌بوده‌است.‌تیلورینگ‌و‌بهینه

سازی‌ایرفویل‌‌،‌به‌بهینه2008در‌سال‌‌[6]‌باکر‌و‌همکارانش

‌و‌‌مرفینگ ‌بوردین ‌مذکور، ‌سال ‌در ‌همچنین ‌پرداختند. ها

‌طریق‌مدل‌‌[7]‌همکارانش ‌از ‌وینگلت‌مرفینگ‌را ‌از ‌ناشی آثار

ای‌از‌فنر‌و‌روش‌پنل‌مورد‌بررسی‌قرار‌دادند.‌در‌این‌تحقیق‌‌ساده

اند‌و‌‌پارامترهای‌آیرودینامیکی‌و‌نرخ‌رول‌مورد‌تحلیل‌قرار‌گرفته

‌انج ‌تجربی ‌نتایج ‌با ‌مقایسه ‌طریق ‌از ‌نتایج ‌شده‌اعتبارسنجی ام

‌است.

تغییر‌در‌انحنای‌بال‌در‌‌2010در‌سال‌‌[8]‌سبر‌و‌همکارانش

‌تحلیل‌ ‌مورد ‌استاتیکی ‌آیروالاستیسیته ‌لحاظ ‌از ‌را راستای‌دهانه

مکانیزم‌‌[9]‌،‌وُس‌و‌همکارانش2010قرار‌دادند.‌همچنین‌در‌سال‌

‌ها‌تحلیل‌کردند.‌‌کنترل‌پیچشی‌را‌با‌استفاده‌از‌مرفینگ

‌ ‌سال ‌مرفینگ‌2013در ‌زمینه ‌در ‌زیادی ‌انجام‌‌تحقیقات ها

‌می ‌که ‌تحقیقاتی ‌جمله ‌از ‌است. ‌داشت،‌‌شده ‌اشاره ‌آن ‌به توان

‌همکارانش ‌توسط‌آجاج‌و ‌این‌‌[10]‌تحقیق‌انجام‌شده ‌در است؛

‌از‌ ‌استفاده ‌با ‌بال ‌دهانه ‌اندازه ‌در ‌تغییر ‌از ‌ناشی ‌آثار تحقیق

ورهای‌اینرسی،‌ثابت‌ای‌از‌فنر‌بررسی‌شده‌و‌گشتا‌های‌ساده‌مدل

‌مورد‌تحلیل‌قرار‌‌پیچشی،‌مساحت‌مقطع‌بال‌و‌روند‌بهبود‌آن ها

‌آیروالاستیسیته،‌‌گرفته ‌زمینه ‌در ‌جمله‌تحقیقات‌انجام‌شده ‌از اند.

است.‌هدف‌از‌‌[11]‌تحقیق‌انجام‌شده‌توسط‌هوانگ‌و‌همکارانش

های‌با‌دهانه‌متغیر‌بوده‌که‌از‌مدل‌‌این‌تحقیق،‌بررسی‌فلاتر‌بال

تیر‌اویلر‌برنولی‌در‌بخش‌سازه‌و‌روش‌پنل‌در‌بخش‌آیرودینامیک‌

ناپایا‌استفاده‌شده‌است.‌در‌تحقیق‌یاد‌شده‌بال‌مشهور‌گلند‌توسط‌

گرفته‌و‌تغییرات‌افزار‌متلب‌مورد‌تحلیل‌قرار‌‌کد‌تهیه‌شده‌در‌نرم

اند.‌‌ها‌با‌تغییر‌اندازه‌دهانه‌بال‌ارائه‌شده‌سرعت‌فلاتر‌و‌تغییر‌شکل

بارهای‌وارده‌بر‌بال‌را‌بر‌‌[12]‌در‌تحقیق‌دیگر‌وودز‌و‌همکارانش

اساس‌تغییر‌انحنای‌بال‌مرفینگ‌مورد‌تحلیل‌قرار‌داده‌و‌نیروها‌و‌

اند.‌همچنین‌وودز‌و‌‌ها‌ارایه‌داده‌گشتاورها‌را‌بر‌اساس‌تغییر‌شکل

به‌بررسی‌اندرکنش‌سازه‌و‌سیال‌در‌بال‌مرفینگ‌‌[13]‌همکارانش

‌مدل‌تیر‌ ‌این‌تحقیق، ‌در ‌انحنای‌بال‌پرداختند؛ ‌اساس‌تغییر ‌بر و

اویلر‌برنولی‌در‌بخش‌سازه‌و‌مدل‌شبه‌پایا‌در‌بخش‌آیرودینامیک‌

‌نهایت‌منحنی ‌در ‌و ‌و‌‌‌استفاده ‌فشار ‌درگ، تغییرات‌ضرایب‌برآ،

‌اند.‌ها‌ارائه‌شده‌ر‌شکلغیره‌بر‌اساس‌تغیی

بهبود‌کنترل‌رول‌و‌‌2014در‌سال‌‌[14]‌آجاج‌و‌همکارانش

‌همین‌ ‌در ‌دادند؛ ‌بررسی‌قرار ‌مورد ‌را ‌سازه ‌عملکرد ‌فرآیند بهبود

‌همکارانش ‌و ‌پکرا ‌مرفینگ‌بر‌‌[15]‌سال، ‌بال ‌فلاتر ‌تحلیل به

اساس‌تغییر‌اندازه‌از‌لبه‌فرار‌پرداختند‌و‌موارد‌مربوط‌به‌فلاتر‌و‌

‌ها‌را‌بررسی‌کردند.‌‌تغییر‌شکل

‌همکارانش ‌و ‌‌[16]‌وانگ ‌سال ‌آثار‌‌2015در ‌مطالعه به

های‌خمشی،‌برآ‌را‌ارائه‌‌وینگلت‌مرفینگ‌پرداخته‌و‌تغییرات‌ممان

‌تحلیل‌ ‌تحقیق، ‌این ‌خروجی ‌نتایج ‌از ‌همچنین دادند.

 آیروالاستیسیته‌استاتیکی‌و‌تعیین‌زاویه‌دایهدرال‌هستند.

های‌با‌بال‌دو‌‌از‌جمله‌تحقیقات‌صورت‌گرفته‌در‌زمینه‌بالزن

‌2018در‌سال‌‌[17]‌توان‌به‌تحقیق‌شمس‌و‌همکارانش‌تکه‌می
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‌این  ‌در ‌کرد. ‌سینماتیکی‌یک‌‌اشاره ‌رفتار ‌بار تحقیق‌برای‌اولین

‌استفاده‌از‌محاسبه‌نیروهای‌آیرودینامیکی‌ ‌بال‌دو‌تکه‌با بالزن‌با

‌غیرخطی‌شبه‌پایا‌مورد‌تحلیل‌قرار‌گرفته‌است.‌

‌اثر‌هواپیما‌بال‌آیروالاستیک‌تحلیل‌در‌متعددی‌پارامترهای

‌هستند‌گذار ‌زاویه‌زمینه‌در‌مختصری‌کارهای‌‌1950از‌قبل‌تا.

‌شده‌پرداخته‌مقدماتی‌مباحث‌به‌تر‌بیش‌و‌شده‌انجام‌گرایی‌‌پس

‌است ‌زاویه‌بررسی‌به‌[18]‌همکارانش‌و‌بارمبی‌‌1950سال‌در.

‌صورت‌به‌فلاتر‌سرعت‌بر‌تاثیرگذار‌املعو‌برخی‌و‌گرایی‌پس

‌پرداختند‌تجربی‌و‌تئوری ‌[19]‌هال‌و‌مولینکس‌‌1957سال‌در.

‌گرایی‌پس‌زاویه‌و‌منظری‌نسبت‌تغییر‌از‌ناشی‌آیرودینامیکی‌آثار

‌دادند‌قرار‌مطالعه‌مورد‌را ‌قابلیت‌با‌صلب‌هایی‌بال‌بر‌آثار‌این.

‌گرایی،‌پس‌زاویه‌بدون‌های‌حالت‌در‌و‌ریشه‌در‌پذیری‌انعطاف

‌ .شدند‌بررسی‌شوندگی‌باریک‌و‌گرایی‌پس‌زاویه‌دارای

‌ویهزا‌از‌ناشی‌آثار‌بررسی‌به‌نیز‌[20]‌لُتاتی‌‌1958سال‌در

‌پرداخت‌کامپوزیت‌بالی‌فلاتر‌سرعت‌بر‌گرایی‌پس ‌کار‌این‌در.

‌و‌یکدیگرند‌با‌تعامل‌در‌واگرایی‌و‌فلاتر‌سرعت‌که‌شد‌داده‌نشان

‌این‌از‌یک‌هر‌وقوع‌توان‌می‌پیچشی‌و‌خمشی‌سفتی‌تغییر‌با

‌لیبرسکیو‌و‌کارپوزیان‌‌1996سال‌در.‌انداخت‌تعویق‌به‌را‌ها‌پدیده

‌برش‌گرایی،‌پس‌زاویه‌با‌بالی‌فلاتر‌سرعت‌بررسی‌به‌[21]

‌اعوجاج‌و‌عرضی ‌پرداختند‌ ‌مقادیر‌استخراج‌جهت‌کار‌این‌در.

‌آثار‌بررسی‌به‌و‌استفاده‌لاپلاس‌تبدیل‌از‌فلاتر‌تحلیل‌و‌ویژه

‌نادیده‌اثر‌بر‌که‌خطاهایی‌و‌اعوجاج‌و‌عرضی‌برش‌از‌ناشی

‌است‌ذکر‌به‌لازم.‌است‌شده‌پرداخته‌شود،‌می‌ایجاد‌ها‌آن‌گرفتن

‌دایم‌غیر‌و‌بعدی‌دو‌آیرودینامیک‌مدل‌قبل‌تحقیقات‌کلیه‌در‌که

‌.است‌گرفته‌قرار‌استفاده‌مورد‌تئودورسن

‌گرایی‌پس‌زاویه‌اثر‌[22]‌زاده‌فاضل‌و‌مزیدی‌‌2010سال‌در

‌مورد‌زمان‌هم‌طور‌به‌موتور‌و‌محل‌قرارگیری‌موتور‌نیروی‌با‌را

‌استفاده‌مورد‌آیرودینامیک‌مدل‌تحقیق‌این‌در.‌دادند‌قرار‌مطالعه

‌بررسی‌مورد‌گالرکین‌روش‌با‌نیز‌سازه‌بخش‌و‌بوده‌پیترز‌مدل

مشاهده‌وابستگی،‌سرعت‌و‌روند‌تغییرات‌سرعت‌‌.است‌گرفته‌قرار

‌پارامترهای‌مخت ‌تغییر ‌با ‌موجب‌افزایش‌حدود‌‌لف‌میفلاتر تواند

سازی‌پرنده‌شود.‌در‌تحقیق‌حاضر‌‌وری‌و‌حتی‌بهینه‌پروازی،‌بهره

‌نرم ‌در ‌تدوین‌شده ‌سپس‌تغییرات‌‌کد ‌متلب‌اعتبارسنجی‌و افزار

گرایی‌بال،‌نیروی‌موتور‌و‌محل‌قرارگیری‌موتور‌در‌یک‌‌زاویه‌پس

‌می ‌قرار ‌بررسی ‌مورد ‌مرفینگ ‌در‌‌بال ‌است ‌ذکر ‌شایان گیرد.

‌بال ‌با ‌رابطه ‌در ‌شده ‌بررسی ‌تحقیقاتی ‌مرفینگ،‌‌تاریخچه های

‌و‌ ‌قرارگیری‌موتور ‌محل ‌نیروی‌موتور، ‌همزمان ‌طور ‌به تاکنون

اند.‌به‌همین‌دلیل‌در‌این‌تحقیق‌برای‌‌گرایی‌لحاظ‌نشده‌زاویه‌پس

اولین‌بار‌کلیه‌پارامترهای‌تغییر‌طول‌و‌تغییر‌سرعت‌باز‌شدن‌بال‌

‌محل‌قرارگیری‌موت ‌زاویه‌پسمرفینگ، ‌و ‌نیروی‌موتور گرایی‌‌ور،

‌گیرند.‌به‌طور‌همزمان‌مورد‌تحلیل‌قرار‌می

‌

روابط حاکم

 . روابط سازه2-1

های‌مختلفی‌استفاده‌‌توان‌از‌مدل‌سازی‌یک‌تیر‌می‌به‌منظور‌مدل

‌هر‌یک‌از‌این‌مدل ‌برای‌مدل‌کرد. سازی‌نوع‌خاصی‌از‌تیرها‌‌ها

تیرهای‌دارای‌تغییر‌شکل‌زیاد‌توان‌به‌‌هستند.‌به‌عنوان‌مثال‌می

‌مدل ‌از ‌که ‌کرد ‌تیرهای‌غیرخطی‌اشاره ‌یا ‌هاجز،‌‌و های‌کرسپو،

‌برای‌تحلیل‌آن ‌غیره ‌یا ‌استفاده‌می‌ذاتی‌و ‌این‌میان،‌‌ها ‌در شود.

‌عین‌‌ساده ‌در ‌مدل ‌این ‌است. ‌برنولی ‌اویلر ‌تیر ‌تیرها، ‌نوع ترین

‌فرضیات‌‌سادگی‌می ‌به‌خوبی‌مدل‌کند. تواند‌خمش‌و‌پیچش‌را

‌:[23]‌حاکم‌بر‌این‌مدل‌عبارتند‌از

 گیرد.‌تیر‌تحت‌خمش‌خالص‌قرار‌می -

 ماده‌همسانگرد‌و‌یکنواخت‌است.‌ -

 کند.‌ه‌از‌قانون‌هوک‌پیروی‌میماد -

 تیر‌در‌راستای‌طولی‌سطح‌مقطعی‌ثابت‌دارد. -

 تیر‌در‌صفحه‌خمش‌یک‌محور‌تقارن‌دارد. -

 ماند.‌سطح‌مقطع‌تیر،‌صفحه‌باقی‌می -

 نیروی‌موتور،‌نیروی‌دنبالگر‌است.‌ -

معادلات‌تیر‌اویلر‌برنولی،‌بر‌اساس‌اصل‌همیلتون‌برای‌بالی‌

گرایی‌در‌‌یری‌موتور‌و‌زاویه‌پسکه‌اثر‌نیروی‌موتور،‌محل‌قرارگ

‌:‌[22]‌شوند‌(‌نوشته‌می1آن‌لحاظ‌شده‌است،‌به‌صورت‌رابطه‌)

(1)  

𝑚𝑤̈ − 𝑚𝑦𝜃𝜃̈ + 𝐸𝐼𝑤′′′′ + (𝑝𝜃(𝑥𝑒 − 𝑥)𝐻(𝑥𝑒 −
𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛬)′′ + (𝑝𝑤′𝐻(𝑥𝑒 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛𝛬)′ +

[𝑀𝑒(𝑤̈ + 𝑦𝑒𝜃̈𝑐𝑜𝑠𝛬 + 𝑦𝑒
2𝜃′̈ 𝑠𝑖𝑛𝛬 𝑐𝑜𝑠𝛬 −

𝑧𝑒
2𝑤′ −̈ 𝑦𝑒

2𝑤′′̈ 𝑠𝑖𝑛2𝛬 ) + 𝐼𝑀𝑒
𝜃′̈ 𝑠𝑖𝑛𝛬 𝑐𝑜𝑠𝛬 −

𝐼𝑀𝑒
𝑤′′̈ 𝑠𝑖𝑛2𝛬 − 𝑝𝜃𝑐𝑜𝑠𝛬 + 𝑝𝑤′𝑠𝑖𝑛𝛬]𝛿𝐷(𝑥 − 𝑥𝑒) −

𝐿 = 0  
−𝑚𝑦𝜃𝑤̈ + 𝐼𝜃̈ − 𝐺𝐽𝜃′′′′ + [𝑀𝑒(𝑧𝑒

2𝜃̈ + 𝑦𝑒𝑤̈𝑐𝑜𝑠𝛬 −

𝑦𝑒
2𝑤′̈ 𝑠𝑖𝑛𝛬 𝑐𝑜𝑠𝛬 + 𝑦𝑒

2𝜃̈𝑐𝑜𝑠2𝛬 ) −

𝐼𝑀𝑒
𝑤′̈ 𝑠𝑖𝑛𝛬 𝑐𝑜𝑠𝛬 + 𝐼𝑀𝑒

𝜃 ̈ 𝑐𝑜𝑠2𝛬 +

𝑝𝑧𝑒𝑐𝑜𝑠𝛬]𝛿𝐷(𝑥 − 𝑥𝑒) − 𝑀𝑒𝑎 = 0  

های‌تغییر‌شکل‌خمشی‌و‌‌به‌ترتیب‌مولفه‌𝜃و‌‌𝑤که‌در‌آن‌

‌ ‌همچنین ‌پیچشی‌هستند. ‌شکل ‌‌𝐿تغییر ‌برآ، گشتاور‌‌𝑀نیروی

‌ ‌‌𝑚خمشی، ‌طول، ‌واحد ‌بر ‌‌𝐼جرم ‌محور‌‌𝑦𝜃اینرسی، فاصله

‌𝛬سختی‌پیچشی،‌‌𝐺𝐽سختی‌خمشی،‌𝐸𝐼الاستیک‌تا‌مرکز‌جرم،‌
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‌‌زاویه‌پس  ‌‌𝑝گرایی، 𝐼𝑀𝑒جرم‌موتور‌و‌‌𝑀𝑒نیروی‌موتور،
اینرسی‌‌

‌نشان‌می ‌را ‌‌موتور ‌است‌که ‌به‌ذکر ‌لازم ‌𝑥𝑒دهد. ،𝑦𝑒‌‌ نیز‌‌𝑧𝑒و

‌هستند.‌‌‌2شکلگر‌محل‌قرارگیری‌موتور‌مطابق‌‌نشان
 

 

 [22] موتور وجود و گرايی پس زاويه با بال .2 شکل

 

 روابط آیرودینامیک. 2-2

توان‌برای‌مدلسازی‌بخش‌‌مختلفی‌را‌می‌آیرودینامیکیهای‌‌مدل

‌مهم ‌جمله ‌از ‌برد. ‌کار ‌کاربردی‌آیرودینامیک‌به ترین‌این‌‌ترین‌و

ها،‌مدل‌آیرودینامیک‌ناپایای‌پیترز‌است‌که‌در‌فضای‌حالت‌‌مدل

ناپذیر‌و‌دو‌بعدی‌برآن‌حاکم‌هستند.‌‌بوده‌و‌فرضیات‌جریان‌تراکم

‌اثبات‌روابط‌و‌م ‌از‌اصل‌همیلتون، ‌استفاده ‌مرجع‌با ‌[22]طابق‌با

‌شوند:‌(‌برای‌نیروی‌برآ‌و‌گشتاور‌حاصل‌می2روابط‌)

(2)  

𝐿 = 𝜋𝜌𝑏2[−𝑤̈ + 𝑢∞𝑐𝑜𝑠𝛬𝜃̇ − 𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝑤′̇ −

𝑏𝑎(𝜃̈ + 𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝜃′̇ )] + 2𝜋𝜌𝑢∞𝑏𝑐𝑜𝑠𝛬[−𝑤̇ +

𝑢∞𝑐𝑜𝑠𝛬𝜃̇ − 𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝑤′̇ + 𝑏(0.5 − 𝑎)(𝜃̇ +

𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝜃′) − 𝜆0]  

 

𝑀𝑒𝑎 = 𝑏(0.5 + 𝑎)𝐿 − 𝜋𝜌𝑏3[−0.5𝑤̈ +

𝑢∞𝑐𝑜𝑠𝛬𝜃̇ − 𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝑤′̇ + 𝑏(
1

8
−

𝑎

2
)(𝜃̈ +

𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝜃′̇ )]

(3)  
[𝐴𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤]{𝜆𝑛̇} +

𝑢∞

𝑏
{𝜆𝑛} = {𝐶𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤}[−𝑤̈ +

𝑢∞𝑐𝑜𝑠𝛬𝜃̇ − 𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝑤′̇ + 𝑏(0.5 − 𝑎)(𝜃̇ +

𝑢∞𝑠𝑖𝑛𝛬𝜃′)]  

𝜆0 =
1

2
∑ {𝑏𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤}

𝑇
{𝜆𝑛}𝑁

𝑛=1

‌ماتریس ‌‌همچنین ‌[𝐴𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤]های ،{𝑏𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤}و‌‌

{𝐶𝑖𝑛𝑓𝑙𝑜𝑤}اند.‌‌تعریف‌شده‌[24]‌در‌مرجع‌‌

 

 تغییرات مربوط به بخش مرفینگ. 2-3

‌بخش‌مرفینگ،‌ ‌در ‌بال ‌طول ‌زمانی ‌تغییرات ‌وجود ‌به ‌توجه با

‌اعمال‌سرعت‌تغییرات‌طول‌نیز‌ ‌به ‌نیاز ‌تغییرات‌طول، ‌بر علاوه

‌نغییرات‌جزئی‌هر‌یک‌از‌پارامترها‌ضروری‌ ‌در‌این‌راستا، هست.

خواهد‌شد.‌همچنین‌در‌راستای‌سهولت‌در‌اعمال‌تغییرات،‌پارامتر‌

𝑥(𝑡)‌(بی4به‌صورت‌رابطه‌‌)شود:‌د‌میبع‌‌

(4)  𝑥(𝑡)  →  𝑥̅ =
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)
   

‌یابند:‌(‌تغییر‌می5بنابراین‌مشتقات‌به‌صورت‌روابط‌)

(5)  

𝑤̇(𝑥̅, 𝑡) =
𝛼̇

𝛼
(1 − 𝑥̅)𝑤′ + 𝑤̇.  

𝜃̇(𝑥̅, 𝑡) =
𝛼̇

𝛼
(1 − 𝑥̅)𝜃′ + 𝜃̇.  

𝑤̈(𝑥̅, 𝑡) =
1

𝛼4 [𝛼4𝑤̈ + 2𝛼̇𝛼3(1 − 𝑥̅)𝑤′̇ +

𝛼2(𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗ (1 − 𝑥̅)𝑤′ + 𝛼2𝛼2̇(1 −

𝑥̅)2𝑤′′]  

𝜃̈(𝑥̅, 𝑡) =
1

𝛼4 [𝛼4𝜃̈ + 2𝛼̇𝛼3(1 − 𝑥̅)𝜃′̇ +

𝛼2(𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗ (1 − 𝑥̅)𝜃′ + 𝛼2𝛼2̇(1 −

𝑥̅)2𝜃′′]  
شایان‌ذکر‌است‌که‌نحوه‌استخراج‌روابط‌در‌پیوست‌ارائه‌شده‌

(‌6)‌بعد‌و‌مطابق‌رابطه‌به‌عنوان‌پارامتری‌بی‌𝛼که‌در‌آن‌‌است.

‌شود:‌تعریف‌می

(6)  𝛼(𝑡) =
𝑙(𝑡)

𝑙0
  

طول‌بال‌بر‌حسب‌‌𝑙(𝑡)لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌در‌روابط‌قبل،‌

بعد‌مربوط‌‌پارامترهای‌بی‌طول‌اولیه‌و‌ثابت‌بال‌هستند.‌𝑙0زمان‌و‌

‌شوند:‌بیان‌می‌(7)‌به‌قرارگیری‌موتور‌نیز‌به‌صورت‌رابطه

(7)  
𝑥𝑒   →   𝑋𝑒 =

𝑥𝑒

𝑙
  

𝑦𝑒   →   𝑌𝑒 =
𝑦𝑒

𝑙
  

𝑧𝑒   →   𝑍𝑒 =
𝑧𝑒

𝑙
  

 

 روند حل معادلات. 2-4

‌سیستم‌آیرودینامیک،‌و‌سازه‌معادلات‌بین‌ارتباط‌ایجاد‌با

(‌تا‌2این‌ارتباط‌با‌جایگذاری‌روابط‌)‌.شود‌می‌تشکیل‌آیروالاستیک

‌روابط‌)7) ‌در ‌می1( ‌نتیجه ‌و‌‌( ‌فرض‌یکنواخت‌بودن‌تیر ‌با شود.

‌ترم ‌وجود ‌به ‌کاهش‌‌توجه ‌با ‌معادلات، ‌سیستم های‌دمپینگ‌در

‌متغیر ‌ماتریس‌مرتبه ‌شکل ‌به ‌معادلات ‌سختی‌‌ها، ‌و ‌جرم های

‌تش‌تبدیل‌شده ‌نهایت‌با ‌در ‌با‌اند‌و ‌و ‌ویژه کیل‌یک‌مساله‌مقدار
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‌ترم  ‌وجود ‌عدم ‌به ‌معادلات‌حل‌‌توجه ‌سیستم، های‌غیرخطی‌در

‌در‌استفاده‌مورد‌بعد‌بی‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌پارامترهای‌شوند.‌می

‌‌مندرج‌های‌عبارت‌صورت‌به‌تحقیق‌این ‌تعریف‌‌1جدولدر

‌:شوند‌می

‌

 بعد مورد استفاده  پارامترهای بی .1 جدول

 تعریف کمیت

یافته‌سرعت‌کاهش  
𝑢𝑓

𝑏 𝜔𝜃
 

بعد‌مربوط‌به‌موتور‌جرم‌بی  𝜂𝑒 =
𝑀𝑒

𝑚𝑙
 

بعد‌موتور‌نیروی‌بی  𝑃 =
𝑝𝑙2

√𝐸𝐼𝐺𝐽
 

 

 نتایج . 3

 اعتبارسنجی .3-1

‌با‌ ‌بالی ‌فلاتر ‌فرکانس ‌و ‌سرعت ‌کد، ‌اعتبارسنجی ‌راستای در

‌ ‌در ‌شده ‌ارایه  Error! Reference source notمشخصات

found.گُلند‌است‌و‌همچنین‌بالی‌با‌‌‌ ‌بال‌مشهور که‌متعلق‌به

‌می‌‌3جدول‌مشخصات ‌قرار ‌بررسی ‌ابتدا‌گیرند.‌مورد ‌ادامه ‌در

‌)بدون‌‌سرعت ‌سپس‌افزایش‌طول ‌نظر، ‌بال‌مورد ‌دو های‌فلاتر

اعمال‌سرعت‌باز‌شدن(،‌سپس‌سرعت‌باز‌شدن‌قسمت‌مرفینگ‌و‌

‌پس ‌زاویه ‌وجود ‌از ‌ناشی ‌نهایت‌آثار ‌مراجع‌‌در ‌با ‌موتور گرایی‌و

‌گیرند.‌مورد‌مقایسه‌قرار‌می

 

 بال اول )گلند( مشخصات. 2 جدول

 اندازه‌پارامتر

‌‌83/1(mوتر‌)
‌‌1/6(mدهانه‌نیمه‌بال‌)
‌‌695/35(Kg/mجرم‌بر‌واحد‌طول‌)

‌%‌وتر‌)از‌لبه‌حمله(‌25شعاع‌ژیراسیون‌حول‌مرکز‌جرم
‌%‌وتر‌)از‌لبه‌حمله(‌33محور‌الاستیک
‌%‌وتر‌)از‌لبه‌حمله(‌43مرکز‌جرم

 ‌106765/9(Nm2سفتی‌خمشی‌خارج‌از‌صفحه‌)

‌‌106989/0(Nm2سفتی‌پیچشی‌)

 

 مشخصات بال دوم .3 جدول

 اندازه‌پارامتر

 ‌1(mوتر‌)

‌‌3(mدهانه‌نیمه‌بال‌)

‌‌6(Kg/mجرم‌بر‌واحد‌طول‌)

‌‌75/0(Kg.mممان‌اینرسی‌)

‌وتر‌)از‌لبه‌حمله(‌35%‌محور‌الاستیک

‌وتر‌)از‌لبه‌حمله(‌45%‌مرکز‌جرم

 ‌6105(Nm2خمشی‌خارج‌از‌صفحه‌)سفتی‌

‌‌6104(Nm2سفتی‌پیچشی‌)

 

 مقايسه مقادير فلاتر برای بال اول )گُلند( .4 جدول

‌
‌مرجع‌تحلیل

[24] 

تحلیل‌

‌حاضر

درصد‌

‌اختلاف

‌‌15/137‌2/137‌04/0(m/s)‌سرعت‌فلاتر

‌‌7/70‌1/69‌95/1(rad/s)‌فرکانس‌فلاتر

 

 مقايسه مقادير فلاتر برای بال دوم .5 جدول

‌
‌مرجع‌تحلیل

[11] 

تحلیل‌

‌حاضر

درصد‌

‌خطا

‌‌77 29/78‌68/1(m/s)‌سرعت‌فلاتر

‌‌6/149‌8/148‌53/0(rad/s)‌فرکانس‌فلاتر
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،‌‌3های‌شکل‌و‌6و‌‌4‌،5جداول‌‌با‌توجه‌به‌نتایج‌ارایه‌شده‌در 

4‌‌ ‌برخوردار‌‌می‌5و ‌دقت‌لازم ‌از ‌تهیه‌شده ‌که‌کد توان‌پی‌برد

 ها‌است.‌‌سازی‌ها‌در‌تفاوت‌در‌مدل‌است‌و‌علت‌تفاوت

توان‌‌می‌‌5شکلو‌‌‌4شکللازم‌به‌ذکر‌است‌که‌از‌مقایسه‌

شود‌‌نتیجه‌گرفت‌که‌وجود‌موتور‌موجب‌کاهش‌سرعت‌فلاتر‌می

‌لزوم ‌مهم، ‌این ‌سرعت‌فلاتر‌‌که ‌بر ‌موتور ‌از ‌ناشی ‌آثار بررسی

‌به‌خوبی‌مشخص‌می ‌را ‌پارامترها ‌سایر ‌با ‌بنابراین‌در‌‌همراه کند.

‌برای‌بال‌ ‌سرعت‌فلاتر ‌بر ‌پارامترهای‌تاثیرگذار ‌بررسی ‌به ادامه

 شود.‌اول‌)گُلند(‌پرداخته‌می
‌

 
اعتبارسنجی بر اساس افزايش طول بال مرفينگ بدون اعمال  .3 شکل

 سرعت باز شدن

‌

 
 گرايی اعتبارسنجی بر اساس زاويه پس. 4 شکل

 

𝛂اعتبارسنجی بر اساس  .6 جدول = 𝟏. 𝜶̇و  𝟏 = 𝟎. 𝟓 

‌
‌تحلیل

 [11]‌مرجع

تحلیل‌

‌حاضر
‌درصد‌اختلاف

‌‌70‌9/68‌6/1(m/s)‌سرعت‌فلاتر

 
گرايی و وجود موتور در اعتبارسنجی بر اساس آثار زاويه پس .5 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝑿𝒆 = 𝟎. 𝟓, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑷 = 𝟐,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, 𝑰𝑴𝒆
= 𝟐𝟎 ) 

 

 بررسی آثار ناشی از پارامترهای مختلف. 3-2

آگاهی‌از‌نحوه‌تغییرات‌هر‌یک‌از‌پارامترهای‌تاثیرگذار‌بر‌سرعت‌

‌محل‌‌فلاتر ‌بودن ‌)ثابت ‌طراحی ‌الزامات ‌به ‌توجه ‌عین ‌در بال

‌پس ‌زاویه ‌موتور، ‌بال(‌‌قرارگیری ‌طول ‌تغییر ‌حین ‌در ..‌ ‌و گرای

‌در‌‌وریتواند‌موجب‌افزایش‌بهره‌می ‌پروازی‌پرنده‌شود. و‌حدود

‌از‌ ‌یک ‌هر ‌تغییر ‌و ‌شده ‌تدوین ‌کد ‌کارگیری ‌به ‌با ‌مرحله این

‌گیرد.‌ها‌مورد‌بررسی‌قرار‌می‌پارامترها،‌روند‌تغییرات‌آن

 

 گرایی . اثر زاویه پس3-2-1

گرایی‌برای‌افزایش‌‌تغییرات‌سرعت‌را‌بر‌حسب‌زاویه‌پس‌‌6شکل

‌دهد.‌‌های‌مختلفی‌از‌بال‌مرفینگ‌ارائه‌می‌طول

 

 
گرايی و تغيير طول بال مرفينگ  بررسی آثار همزمان زاويه پس .6 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝑿𝒆 = 𝟎. 𝟑, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑷 = 𝟐,  𝜼𝒆 =
𝟎. 𝟓, , 𝑰𝑴𝒆

= 𝟐𝟎, 𝜶̇ = 𝟎. 𝟑 ) 
‌
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‌می  ‌شکل ‌این ‌روند‌‌مطابق ‌اندکی ‌زاویه ‌تا ‌که ‌برد ‌پی توان

گرایی‌کاهش‌یافته‌و‌پس‌از‌آن‌‌سرعت‌فلاتر‌با‌افزایش‌زاویه‌پس

دهد‌که‌با‌افزایش‌‌ن‌شکل‌نشان‌مییسیر‌صعودی‌دارد.‌همچنین‌ا

‌کاهش‌میطول‌بال‌مرفین ‌سرعت‌فلاتر ‌این‌کاهش‌‌گ، ‌که یابد

‌‌وری‌بال‌بکاهد.‌آور‌باشد‌و‌از‌بهره‌تواند‌زیان‌سرعت‌فلاتر‌می

توان‌به‌اثر‌سرعت‌باز‌شدن‌بال‌مرفینگ‌‌می‌‌7شکلمطابق‌

‌همان ‌افزایش‌سرعت‌‌طور‌که‌این‌شکل‌نمایش‌می‌پی‌برد. دهد،

باز‌شدن‌بر‌سرعت‌فلاتر‌اثر‌مثبت‌دارد‌و‌موجب‌افزایش‌سرعت‌

‌شود.‌‌فلاتر‌می
‌

 
گرايی و تغيير سرعت باز شدن بال  بررسی آثار همزمان زاويه پس .7 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝑿𝒆 = 𝟎. 𝟑, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑷 = 𝟐,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, 𝑰𝑴𝒆
=

𝟐𝟎, 𝜶 = 𝟏. 𝟏) 
‌

 اثر محل قرارگیری موتور. 3-2-2

های‌قرارگیری‌مختلفی‌از‌‌سرعت‌فلاتر‌را‌بر‌حسب‌محل‌‌8شکل

‌دهد.‌‌موتور‌نمایش‌می
‌

 

بررسی آثار همزمان محل موتور و تغيير طول بال مرفينگ  .8 شکل  
(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝜦 = 𝟏𝟓, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑷 = 𝟐,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, 𝑰𝑴𝒆

=

𝟐𝟎, 𝜶̇ = 𝟎. 𝟑) 

‌به‌ ‌محلی‌نزدیکتر ‌در ‌گیری‌موتور ‌قرار ‌با مطابق‌این‌شکل،

ریشه‌بال،‌سرعت‌فلاتر‌بیشتر‌خواهد‌بود‌و‌این‌مورد‌موجب‌بهبود‌

شود؛‌این‌در‌حالی‌است‌که‌هر‌چه‌موتور‌به‌نوک‌‌سرعت‌فلاتر‌می

‌کاهش‌ ‌نیز ‌سرعت‌فلاتر ‌شود، ‌نزدیکتر ‌منفی‌‌میبال ‌اثر ‌و یابد

‌نزدیک‌شدن‌‌‌9شکل‌دارد. ‌با ‌را ‌کاهش‌سرعت‌فلاتر ‌روند نیز

‌اثر‌ ‌بر ‌سرعت‌فلاتر ‌افزایش‌مختصر ‌همچنین ‌و ‌ریشه ‌به موتور

‌دهد.‌افزایش‌سرعت‌باز‌شدن‌بال‌مرفینگ‌را‌نمایش‌می

‌

 

ن محل موتور و تغيير سرعت باز شدن بال بررسی آثار همزما .9 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝜦 = 𝟏𝟓, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑷 = 𝟐,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, 𝑰𝑴𝒆
= 𝟐𝟎, 𝜶 =

𝟏. 𝟏 ) 
‌

 گرایی . اثر زاویه پس3-2-3

‌تغییر‌‌‌10شکل ‌با ‌همزمان ‌را ‌سرعت‌فلاتر ‌بر ‌نیروی‌موتور اثر

‌دهد.‌‌طول‌بال‌مرفینگ‌نمایش‌می

 

 
بررسی آثار همزمان نيروی موتور و تغيير طول بال مرفينگ  .10 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝜦 = 𝟏𝟓, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑿𝒆 = 𝟎. 𝟑,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, , 𝑰𝑴𝒆
=

𝟐𝟎, 𝜶̇ = 𝟎. 𝟑 ) 
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این‌شکل‌نمایانگر‌آن‌است‌که‌افزایش‌نیروی‌موتور‌باعث‌کاهش‌ 

‌می ‌فلاتر ‌با‌‌سرعت ‌فلاتر ‌سرعت ‌کاهش ‌روند ‌طرفی ‌از شود.

افزایش‌طول،‌مشخص‌است.‌بنابراین‌هر‌دو‌مورد‌افزایش‌نیروی‌

‌اثر‌منفی‌دارند.‌موتور‌و‌افزایش‌طول‌بال‌بر‌سرعت‌فلاتر

‌افزایش‌نیروی‌‌‌11شکل ‌با ‌فلاتر ‌کاهش‌سرعت ‌روند نیز

دهد.‌همچنین‌افزایش‌سرعت‌فلاتر‌با‌افزایش‌‌موتور‌را‌نمایش‌می

‌.سرعت‌باز‌شدن‌بال‌مشهود‌است

 

 
تغيير سرعت باز شدن بال بررسی آثار همزمان نيروی موتور و .11 شکل  

(𝒀𝒆 = −𝟎. 𝟐𝟓, 𝜦 = 𝟏𝟓, 𝒁𝒆 = 𝟎, 𝑿𝒆 = 𝟎. 𝟑,  𝜼𝒆 = 𝟎. 𝟓, , 𝑰𝑴𝒆
=

𝟐𝟎, 𝜶 = 𝟏. 𝟏 ) 

‌

 گیری . نتیجه4

حاضر‌پایداری‌آیروالاستیک‌بال‌مرفینگ‌هواپیما‌و‌آثار‌‌تحقیقدر‌

‌آثار‌ ناشی‌از‌تغییر‌طول‌در‌جهت‌دهانه‌مورد‌بررسی‌قرار‌گرفت.

‌یک ‌وجود ‌از ‌بال‌‌ناشی ‌دهانه ‌تغییر ‌منظور ‌به ‌مرفینگ عضو

هواپیما،‌تغییر‌طول‌دهانه‌و‌در‌نتیجه‌بر‌هم‌زدن‌معادلات‌سازه‌و‌

ها‌به‌مکان‌و‌زمان‌تغییر‌طول‌هستند.‌‌آیرودینامیک‌و‌وابستگی‌آن

ای‌تیر‌اویلر‌‌سازه‌‌به‌منظور‌تشکیل‌و‌حل‌معادلات‌حاکم،‌از‌مدل

‌پیترز ‌آیرودینامیک‌ناپایای ‌مدل ‌و ‌بررسی‌‌برنولی ‌و ‌شد استفاده

پایداری‌با‌استفاده‌از‌معادلات‌خطی‌و‌بر‌اساس‌تحلیل‌مقدار‌ویژه‌

‌سیستم‌صورت‌گرفت.

‌موجب‌بحرانی‌شدن‌و‌‌نتایج‌نشان‌می ‌موتور دهند‌که‌وجود

کاهش‌سرعت‌فلاتر‌بال‌شده‌و‌وجود‌موتور‌در‌تحلیل‌فلاتر‌لازم‌

‌هم ‌فلاتر ‌سرعت ‌همچنین ‌بال‌‌است. ‌طول ‌افزایش ‌با زمان

رفینگ،‌نیروی‌موتور‌و‌محل‌قرارگیری‌در‌راستای‌دهانه‌کاهش‌م

‌ازای‌ ‌به ‌فلاتر ‌سرعت ‌)کاهش ‌معکوس ‌اثر ‌موارد ‌این ‌و یافته

‌از‌طرفی‌سرعت‌باز‌ ‌خواهند‌داشت. افزایش‌پارامترهای‌یاد‌شده(

‌ازای‌ ‌به ‌فلاتر ‌)افزایش‌سرعت ‌مستقیم ‌اثر ‌مرفینگ ‌بال شدن

بال‌مرفینگ‌سریعتر‌‌افزایش‌سرعت‌باز‌شدن‌بال(‌داشته‌و‌هر‌چه

گرایی‌‌باز‌شود،‌سرعت‌فلاتر‌بیشتر‌خواهد‌بود.‌همچنین‌زاویه‌پس

‌پس ‌زاویه ‌و ‌فلاتر ‌کاهش‌سرعت ‌باعث ‌سرعت‌‌کم ‌زیاد گرایی

‌می ‌بهبود ‌را ‌نشان‌می‌فلاتر ‌اخیر ‌موارد ‌عین‌‌بخشد. ‌در ‌که دهند

‌پارامترهای‌ ‌گرفتن ‌نظر ‌در ‌با ‌پرنده، ‌طراحی ‌الزامات ‌به توجه

‌می ‌افزایش‌‌تاثیرگذار ‌سرعت‌بحرانی‌فلاتر، توان‌سبب‌تعویق‌در

‌وری‌و‌حدود‌پروازی‌پرنده‌شد.‌بهره

 

 پیوست

‌شوند:‌(‌در‌ذیل‌ارائه‌می5روابط‌)‌استخراج‌نحوه

𝑤̇(𝑥, 𝑡)   →   𝑤̇(𝑥̅, 𝑡) =  
𝜕

𝜕𝑡
[𝑤(𝑥̅, 𝑡)] =

𝜕𝑤

𝜕𝑥̅

𝜕𝑥̅

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕𝑤

𝜕𝑥̅
[

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ] +  
𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝛼̇

𝛼
(1 − 𝑥̅)𝑤′ + 𝑤̇  

𝜃̇(𝑥, 𝑡)   →   𝜃̇(𝑥̅, 𝑡) =  
𝜕

𝜕𝑡
[𝜃(𝑥̅, 𝑡)] =

𝜕𝜃

𝜕𝑥̅

𝜕𝑥̅

𝜕𝑡
+

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

𝜕𝜃

𝜕𝑥̅
[

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ] +  
𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

𝛼̇

𝛼
(1 − 𝑥̅)𝜃′ +

𝜃̇  

 

𝑤̈(𝑥, 𝑡)   →   𝑤̈(𝑥̅, 𝑡) =  
𝜕

𝜕𝑡
[

𝜕

𝜕𝑡
[𝑤(𝑥̅, 𝑡)]] =

𝜕

𝜕𝑡
[

𝜕𝑤

𝜕𝑥̅
[

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
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[
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] [
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𝜕𝑤
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𝜕𝑡2
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−

2
𝜕𝑥(𝑡)
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𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡

𝑙(𝑡)2 +
2𝑥(𝑡)(

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑙(𝑡)3 −
𝑥(𝑡)(

𝜕2𝑙(𝑡)

𝜕𝑡2 )

𝑙(𝑡)2 ] +

𝜕2𝑤

𝜕𝑥̅ 𝜕𝑡
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1
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 𝑥̅)2𝑤′′ +
1

𝛼
2𝛼̇(1 − 𝑥̅)𝑤′̇ +

1

𝛼2 (𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗

(1 − 𝑥̅)𝑤′ + 𝑤̈ =
1

𝛼4 [𝛼4𝑤̈ + 2𝛼̇𝛼3(1 − 𝑥̅)𝑤′̇ +

𝛼2(𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗ (1 − 𝑥̅)𝑤′ + 𝛼2𝛼2̇(1 −

𝑥̅)2𝑤′′]    

 

  →   𝜃̈(𝑥̅, 𝑡) =  
𝜕

𝜕𝑡
[

𝜕

𝜕𝑡
[𝜃(𝑥̅, 𝑡)]] =

𝜕

𝜕𝑡
[

𝜕𝜃

𝜕𝑥̅
[

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ]] =

[
𝜕2𝜃

𝜕𝑥̅2 [
𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ] +

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̅ 𝜕𝑡
] [

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ] +
𝜕𝜃

𝜕𝑥̅
[

𝜕2𝑥(𝑡)

𝜕𝑡2

𝑙(𝑡)
−

2
𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡

𝑙(𝑡)2 +
2𝑥(𝑡)(

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑙(𝑡)3 −
𝑥(𝑡)(

𝜕2𝑙(𝑡)

𝜕𝑡2 )

𝑙(𝑡)2 ] +

𝜕2𝜃

𝜕𝑥̅ 𝜕𝑡
[

𝜕𝑥(𝑡)

𝜕𝑡
𝑙(𝑡)−

𝜕𝑙(𝑡)

𝜕𝑡
𝑥(𝑡)

𝑙(𝑡)2 ] + 𝜃̈ =
1

𝛼2 𝛼2̇(1 −

𝑥̅)2𝜃′′ +
1

𝛼
2𝛼̇(1 − 𝑥̅)𝜃′̇ +

1

𝛼2 (𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗

(1 − 𝑥̅)𝜃′ + 𝜃̈ =
1

𝛼4 [𝛼4𝜃̈ + 2𝛼̇𝛼3(1 − 𝑥̅)𝜃′̇ +

𝛼2(𝛼̈𝛼 − 𝛼2̇) ∗ (1 − 𝑥̅)𝜃′ + 𝛼2𝛼2̇(1 −

𝑥̅)2𝜃′′]    
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