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2𝐿

𝑟𝑚𝑟𝑖𝑝𝑟𝑓

2𝑙′

𝜎0

𝑧 = ±𝐿 

𝜕𝜎𝑟𝑟

𝜕𝑟
+
𝜕𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑧
+
𝜎𝑟𝑟−𝜎𝜃𝜃

𝑟
= 0  

𝜕𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑟
+
𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+
𝜏𝑟𝑧

𝑟
= 0  

 
ت شده با يت تقويالمان حجم نمونه کامپوز يمدل سه فاز -a. 1شکل 

 مدل تک سلول -bاف کوتاه يال

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
  

𝜀𝜃𝜃 =
𝑢

𝑟
  

𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
  

𝛾𝑟𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟
  

-
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𝜀𝑟𝑟 =
1

𝐸
[𝜎𝑟𝑟 − 𝜈 (𝜎𝜃𝜃 + 𝜎𝑧𝑧)]  

𝜀𝜃𝜃 =
1

𝐸
[𝜎𝜃𝜃 − 𝜈 (𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝑧𝑧)]  

𝜀𝑧𝑧 =
1

𝐸 
[𝜎𝑧𝑧 − 𝜈 (𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃)]  

𝛾𝑟𝑧 =
𝜏𝑟𝑧

𝐺
  

𝜎𝑟𝑟𝜎𝜃𝜃𝜎𝑧𝑧𝜏𝑟𝑧

𝜀𝑟𝑟

𝜀𝜃𝜃𝜀𝑧𝑧𝛾𝑟𝑧

𝑢𝑤

𝐸𝜈𝐺

 z

r 

𝛾𝑟𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑟

r

𝜎𝑧𝑧
𝑓

1

𝜋𝑟𝑓
2 ∫

𝜕𝜎𝑧𝑧
𝑓

𝜕𝑧

𝑟𝑓
0

(2𝜋𝑟)𝑑𝑟 +

1

𝜋𝑟𝑓
2 ∫

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝜏𝑟𝑧

𝑓𝑟𝑓
0

)(2𝜋𝑟)𝑑𝑟 = 0 

𝜎𝑧𝑧
𝑓
=

1

𝜋𝑟𝑓
2 ∫ 𝜎𝑧𝑧

𝑓 (𝑟, 𝑧)
𝑟𝑓
0

(2𝜋𝑟) 𝑑𝑟  

r𝑟𝑓 𝑟𝑖𝑝𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝

𝜕𝜎𝑧𝑧
𝑓

𝜕𝑧
= −

2𝜏1

𝑟𝑓
 

𝜕𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝

𝜕𝑧
= −

2

(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟𝑓

2)
(𝑟𝑖𝑝𝜏2 − 𝑟𝑓𝜏1) 

τ1τ2

r

z

r0𝑟

𝑟 𝑟𝑖𝑝𝑟 𝑟𝑚

r𝜏1𝜏2

𝜏𝑟𝑧
𝑓
=

𝑟

𝑟𝑓
𝜏1 

𝜏𝑟𝑧
𝑖𝑝
=

𝜏1𝑟𝑓(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟2)+𝜏2𝑟𝑖𝑝(𝑟

2−𝑟𝑓
2)

𝑟(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟𝑓

2)
 

𝜏𝑟𝑧
𝑚 =

𝑟𝑖𝑝

(𝑟𝑚
2 −𝑟𝑖𝑝

2 )
(
𝑟𝑚
2

𝑟
− 𝑟) 𝜏2 

𝜏1 =
𝐺𝑖𝑝(𝑟𝑖𝑝

2 −𝑟𝑓
2)

𝑟𝑓[𝑟𝑖𝑝
2 𝑙𝑛

𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓
−1
2
(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟𝑓

2)]
(𝑤𝑟𝑖𝑝

𝑖𝑝
− 𝑤𝑟𝑓

𝑖𝑝
)

+ [
𝐺𝑚[𝑟𝑓

2𝑙𝑛
𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓

−
1
2
(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟𝑓

2)]

[𝑟𝑚
2 𝑙𝑛(

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
)−

1

2
(𝑟𝑚
2 −𝑟𝑖𝑝

2 )]

×

(𝑟𝑚
2 −𝑟𝑖𝑝

2 )(𝑤𝑟𝑚
𝑚 −𝑤𝑟𝑖𝑝

𝑚 )

𝑟𝑓[𝑟𝑖𝑝
2 𝑙𝑛

𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓
−1
2
(𝑟𝑖𝑝
2 −𝑟𝑓

2)]
]

  

𝜏2 = 𝐺𝑚
(𝑟𝑚
2 −𝑟𝑖𝑝

2 )(𝑤𝑟𝑚
𝑚 −𝑤𝑟𝑖𝑝

𝑚 )

𝑟𝑖𝑝[𝑟𝑚
2 𝑙𝑛(

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
)−

1

2
(𝑟𝑚
2 −𝑟𝑖𝑝

2 )]

 

𝑤𝑟𝑖𝑝
𝑚𝑤𝑟𝑚

𝑚

riprm

𝑟𝑓𝑟𝑖𝑝𝑤𝑟𝑓
𝑖𝑝

𝑤𝑟𝑖𝑝
𝑖𝑝

 

z

 

𝑑2𝜎𝑧𝑧
𝑓

𝑑𝑧2
− 𝜆2𝜎𝑧𝑧

𝑓
= 𝛼𝜎𝑧𝑧

𝑖𝑝
+ 𝛽𝜎0 

𝑑2𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝

𝑑𝑧2
− �̅�2𝜎𝑧𝑧

𝑖𝑝
= �̅�𝜎𝑧𝑧

𝑓
+ �̅�𝜎0 
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𝜎𝑧𝑧
𝑓
= 𝑐1𝑒

𝑚1𝑧 + 𝑐2𝑒
−𝑚1𝑧 + 𝑐3𝑒

𝑚2𝑧 +

𝑐4𝑒
−𝑚2𝑧 +

(�̅�𝛼−�̅�2𝛽) 

(𝜆2�̅�2−𝛼�̅�)
𝜎0

 

𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝
=

(𝑚1
2−𝜆2)

𝛼
(𝑐1𝑒

𝑚1𝑧 + 𝑐2𝑒
−𝑚1𝑧)+

(𝑚2
2−𝜆

2
)

𝛼
(𝑐3𝑒

𝑚2𝑧 + 𝑐4𝑒
−𝑚2𝑧)−

(
�̅�𝜆

2
−𝛽�̅�

𝜆
2
�̅�
2
−𝛼�̅�

)𝜎0 

𝜏1 = −
𝑟𝑓

2
[𝑚1(𝑐1𝑒

𝑚1𝑧 − 𝑐2𝑒
−𝑚1𝑧) +

 𝑚2(𝑐3𝑒
𝑚2𝑧 − 𝑐4𝑒

−𝑚2𝑧)]
 

𝜏2 = −
𝑚1

2𝑟𝑖𝑝𝛼
[(𝑟𝑖𝑝

2 − 𝑟𝑓
2)(𝑚1

2 − 𝜆2) + 𝛼𝑟𝑓
2]

           × (𝑐1𝑒
𝑚1𝑧 − 𝑐2𝑒

−𝑚1𝑧)

−
𝑚2

2𝑟𝑖𝑝𝛼
[(𝑟𝑖𝑝

2 − 𝑟𝑓
2)(𝑚2

2 − 𝜆2) + 𝛼𝑟𝑓
2]

× (𝑐3𝑒
𝑚2𝑧 − 𝑐4𝑒

−𝑚2𝑧)

 

𝑐1𝑐4

.

 

 

.

 

~

𝑚1 =
√(𝜆

2+�̅�2)+√(𝜆2−�̅�2)
2
+4𝛼�̅�

2

𝑚2 =
√(𝜆

2+�̅�2)−√(𝜆2−�̅�2)
2
+4𝛼�̅�

2

 

A =
Gip

[𝑟𝑖𝑝
2 𝑙𝑛

𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓
−
1
2(𝑟𝑖𝑝

2 −𝑟𝑓
2)]
  

𝐵

=

{
 
 
 

 
 
 𝐺𝑚(𝑟𝑚

2 − 𝑟𝑖𝑝
2 ) [𝑟𝑓

2 ln (
𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓
) −
1
2
(𝑟𝑖𝑝

2 − 𝑟𝑓
2)]

(𝑟𝑖𝑝
2 − 𝑟𝑓

2) [𝑟𝑖𝑝
2 𝑙𝑛

𝑟𝑖𝑝
𝑟𝑓
− 1

2
(𝑟𝑖𝑝
2 − 𝑟𝑓

2)]

×

         
1

[𝑟𝑚
2 ln (

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
) −
1
2
(𝑟𝑚

2 − 𝑟𝑖𝑝
2 )]

 

𝐶 =
𝐺𝑚(𝑟𝑚

2 − 𝑟𝑖𝑝
2 )

(𝑟𝑖𝑝
2 − 𝑟𝑓

2) [𝑟𝑚
2 ln (

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
) −
1
2
(𝑟𝑚

2 − 𝑟𝑖𝑝
2 )]

 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝜒1 =

[𝑟𝑚
2 ln (

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
) −
1
2 (𝑟𝑚

2 − 𝑟𝑖𝑝
2 )]

[𝑟𝑚
4 ln (

𝑟𝑚
𝑟𝑖𝑝
) − 1

4
(𝑟𝑚
2 − 𝑟𝑖𝑝

2 )(3𝑟𝑚
2 − 𝑟𝑖𝑝

2 )]
   

𝜒2 = 𝑟𝑖𝑝
2 − 𝑟𝑓

2 +
𝐸𝑚
𝐸𝑖𝑝

(𝑟𝑚
2 − 𝑟𝑖𝑝

2 )                         

𝛼 = [−2(
𝑟𝑖𝑝
2

𝑟𝑓
2 − 1)(

𝐴

𝐸𝑖𝑝
−
𝐵

𝐸𝑚
𝜒1𝜒2)]        

�̅� = [
2(𝐶 − 𝐵)

𝐸𝑚
𝑟𝑓
2𝜒1 −

2𝐴

𝐸𝑓
]                            

𝛽 = [−2(
𝑟𝑖𝑝
2

𝑟𝑓
2 − 1)

𝐵

𝐸𝑚
𝑟𝑚
2𝜒1]                          

�̅� = [−
2(𝐶 − 𝐵)

𝐸𝑚
𝑟𝑚
2𝜒1]                                  

𝜆 = √[2(
𝑟𝑖𝑝
2

𝑟𝑓
2 − 1)(

𝐴

𝐸𝑓
+
𝐵

𝐸𝑚
𝑟𝑓
2𝜒1)]              

            
                           

�̅� = √(
2(𝐶 − 𝐵)

𝐸𝑚
𝜒1𝜒2 +

2𝐴

𝐸𝑖𝑝
)                          

                                 

 

𝜎𝑧𝑧
𝑓
|
𝑖𝑚
= (𝑐1̃𝑒

𝑚1̃𝑧 + 𝑐2̃𝑒
−𝑚1̃𝑧) + (𝑐3̃𝑒

𝑚2̃𝑧 +

𝑐4̃𝑒
−𝑚2̃𝑧) +

(�̃̅��̃�−�̃̅�2�̃�) 

(�̃�2�̃̅�2−�̃��̃̅�)
𝜎0

  

𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝
|
𝑖𝑚
=
(𝑚1̃

2 − �̃�2)

�̃�
(𝑐1

′𝑒𝑚1̃𝑧 + 𝑐2
′𝑒−𝑚1̃𝑧)

+
(𝑚2̃

2 − �̃�2)

�̃�
(𝑐3

′𝑒𝑚2̃𝑧 + 𝑐4
′𝑒−𝑚2̃𝑧)

−(
�̅̃��̃�2 − 𝛽�̃̅�

�̃�2�̃̅�2 − �̃��̃̅�
) 𝜎0

 

𝜏1|𝑖𝑚 = −
𝑟𝑓

2
[𝑚1̃(𝑐1̃𝑒

𝑚1̃𝑧 − 𝑐2̃𝑒
−𝑚1̃𝑧) +

𝑚2̃(𝑐3̃𝑒
𝑚2̃𝑧 − 𝑐4̃𝑒

−𝑚2̃𝑧)] 
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𝜏2|𝑖𝑚 = [
𝑚1̃(𝑚1̃

2 − �̃�2)(𝑐1
′𝑒𝑚1̃𝑧 − 𝑐2

′𝑒−𝑚1̃𝑧)
+

𝑚2̃(𝑚2̃
2 − �̃�2)(𝑐3

′𝑒𝑚2̃𝑧 − 𝑐4
′𝑒−𝑚2̃𝑧)

]

× (−
𝑟𝑖𝑝
2 − 𝑟𝑓

2

2𝑟𝑖𝑝�̃�
) +

[
𝑚1̃(𝑐1̃𝑒

𝑚1̃𝑧 − 𝑐2̃𝑒
−𝑚1̃𝑧)

+
𝑚2̃(𝑐3̃𝑒

𝑚2̃𝑧 − 𝑐4̃𝑒
−𝑚2̃𝑧)

]

× (−
𝑟𝑓
2

2𝑟𝑖𝑝
)

 

𝑐1𝑐4𝑐1
′𝑐4

′𝑐1̃𝑐4̃

𝜏𝑟𝑧
𝑓
|
𝑧=0

= 0
,

𝜏𝑟𝑧
𝑖𝑝
|
𝑧=0

= 0
,

𝜏𝑟𝑧
𝑚|𝑧=0 = 0

 

𝜏𝑟𝑧
𝑚 = 0                (𝑟 = 𝑟𝑚)

,
𝜏𝑟𝑧
𝑚|𝑖𝑚 = 0          (𝑟 = 𝑟𝑚)

,

𝜎𝑧𝑧
𝑓
|
𝑖𝑚
= 𝜎0        (𝑧 = 𝐿)

,

𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝
|
𝑖𝑚
= 𝜎0        (𝑧 = 𝐿)

,

𝜎𝑧𝑧
𝑚|

𝑖𝑚
= 𝜎0        (𝑧 = 𝐿)

 

𝜎𝑧𝑧
𝑓
|
𝑖𝑚
= 𝜎𝑧𝑧

𝑓
       (𝑧 = 𝑙′)
,

𝜎𝑧𝑧
𝑖𝑝
|
𝑖𝑚
= 𝜎𝑧𝑧

𝑖𝑝
       (𝑧 = 𝑙′)

 

𝜏𝑟𝑧
𝑓
= 𝜏𝑟𝑧

𝑖𝑝
             (𝑟 = 𝑟𝑓)
,

𝜏𝑟𝑧
𝑚 = 𝜏𝑟𝑧

𝑖𝑝
             (𝑟 = 𝑟𝑖𝑝)

 

𝐸𝑖𝑝(𝑟) = 𝑃. 𝑟
𝑄 

𝐸𝑖𝑝(𝑟)rP

Q

𝐸𝑖𝑝(𝑟𝑓) = 𝐸𝑓 𝐸𝑖𝑝(𝑟𝑖𝑝) = 𝐸𝑚

 

{
 
 

 
 𝑃 =

𝐸𝑓

𝑟𝑓
𝑄
=
𝐸𝑚
𝑟𝑖𝑝

𝑄

,

𝑄 =
𝑙𝑛𝐸𝑚 − 𝑙𝑛𝐸𝑓

𝑙𝑛𝑟𝑖𝑝 − 𝑙𝑛𝑟𝑓

 

𝐸𝑖𝑝(𝑟)

𝐸𝑖𝑝
𝑎𝑣𝑒. =

𝐸𝑓

𝑡. (𝑄 + 1)
[
𝑟𝑖𝑝

𝑄+1 − 𝑟𝑓
𝑄+1

𝑟𝑓
𝑄

] 

𝑟𝑚 = 5 𝑟𝑓 𝐿 = 15 𝑟𝑓

𝑟𝑓 = 6 𝜇𝑚

𝑙′ = 5 𝑟𝑓

اف يت شده با  اليتقو يکيت لاستيکامپوز يکي. خواص مکان1جدول 

   [37د ]يآرام

(GPa)  

(𝑡 𝑟𝑓⁄ )

𝐸𝑖𝑝(𝑟)
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 يهاضخامت يبرا يانگ فاز واسط در جهت شعاعير مدول يي. تغ2شکل 

 ر فاز واسطيمتغ

 
 خامت فاز واسطانگ متوسط فاز واسط بر حسب ضير مدول يي. تغ3شکل 

(CAX4R)

 

 
ز شده ينرمالا يع تنش محوريمش مربوط به توز يي. نمودار همگرا4شکل 

 ز شدهياف در امتداد طول نرمالايال

𝑟 = 0

𝑧 = 0

𝑟 = 𝑟𝑚

𝑧 = 𝐿

𝑢𝑚𝑢𝑚|𝑖𝑚

𝑤𝑓|
𝑖𝑚

𝑤𝑖𝑝|
𝑖𝑚

𝑤𝑚|𝑖𝑚

(𝑡 𝑟𝑓⁄ )
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𝑧 𝑙′ > 0.5⁄
 

 در مدل المان محدود يط مرزي. نحوه اعمال شرا5شکل 

 
متوسط  يمربوط به تنش محور يو عدد يليج تحلين نتايسه بي. مقا6شکل 

 افيز شده الياف در امتداد طول نرمالايز شده الينرمالا

 
ه ين روايم يمربوط به تنش برش يو عدد يليج تحلين نتايسه بي. مقا7شکل 

 افيز شده اليفاز واسط در امتداد طول نرمالا-افيز شده  الينرمالا

  

 
 افيز شده الياف  در امتداد طول نرمالايال يموجود مربوط به تنش محور يشگاهيبا داده آزما يليمدل تحل ينيبشيسه پي. مقا8شکل 
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𝜎0

(z=0)

(𝜏1 = 0)

(𝑧 = 0)

(𝑧 = 𝑙′) 

 

 
 افيز شده نسبت به شعاع الياف در امتداد طول نرمالايشده ال زيمتوسط نرمالا يع تنش محوري. توز9شکل 

 

 
فاز واسط در -افيز شده اليه نرمالايان رويم يع تنش برشي. توز10شکل 

 افيز شده نسبت به شعاع اليامتداد طول نرمالا

 
 ياف و حداکثر تنش برشيز شده الينرمالا يثر تنش محورع حداکي. توز11شکل 

 ز شده فاز واسطيه بر حسب ضخامت نرمالايان رويم
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 ير مختلف نسبت منظريمقاد ياف به ازايز شده نسبت به شعاع الياف در امتداد طول نرمالايز  شده اليمتوسط نرمالا ي. تنش محور12شکل 

 

اف در امتداد طول يز  شده اليمتوسط نرمالا يع تنش محوري. توز13شکل 

 ر مختلف نسبت مدوليمقاد يازا اف بهيز شده نسبت به شعاع الينرمالا

 
فاز واسط در امتداد -افيز شده اليه نرمالايان رويم يع تنش برشيتوز. 14شکل 

 ر مختلف نسبت مدوليمقاد ياف به ازايز شده نسبت به شعاع اليطول نرمالا
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