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  چکیده

شده با شبکه ناهمسان مشبک، با استفاده  هاي کامپوزيتي مخروطي تقويتپژوهش حاضر با هدف مطالعه رفتار ارتعاشي پوسته

ها کنندهسازي براي تعيين پارامترهاي سفتي معادل سخت از روش تحليلي انجام شده است. بدين منظور، از روش معادل

ها با يک پوسته معادل که ازنظر سفتي معادل يکديگر هستند، جايگزين کنندهشود. در اين روش، مجموعه سختاستفاده مي

صورت تير  ها بهکنندهشوند. سخت هاي پوسته جمع ميشود و سپس براي دستيابي به سفتي معادل کل سازه، با سفتي مي

شي و لنگرهاي خمشي همراه با بارهاي محوري را داشته باشند. معادلات ديفرانسيل شوند تا توانايي تحمل بار بر سازي مي مدل

حاکم بر مسئله با اعمال اصل هميلتون و بر مبناي تئوري مرتبه اول تغيير شکل برشي استخراج و سپس با استفاده از روش 

 آن فرکانس نتيجه در و استخراج ويژه مقدار مسئله در ادامه رابطه شوند. تفاضل مربعات به گروهي از معادلات جبري تبديل مي

آمده و نتايج ساير محققان صورت گرفته  دست اي ميان نتايج بهسنجي نتايج، مقايسه براي صحت .شوند مي محاسبه طبيعي

    بر  است. سپس تأثير پارامترهاي مختلف مانند زاويه نيم رأس مخروط، عدد موج محيطي و اثر شرايط مرزي مختلف

 هاي طبيعي سيستم ارزيابي شده است.سفرکان

 سازي، روش تفاضل مربعات هاي کامپوزيتي مخروطي، شبکه ناهمسان مشبک، روش معادلرفتار ارتعاشي، پوسته های کلیدی: واژه 

Vibrational behavior investigation of composite conical shells 

reinforced by an anisogrid lattice structure using differential 

quadrature method 

Ali Asghar Naderi1 

1- Department of Engineering, Imam Ali University, Tehran, aa.naderi@modares.ac.ir 

Abstract 

The present study aims to investigate the vibrational behavior of composite conical shells reinforced by 

an anisogrid lattice structure, using the analytical method. For this purpose, the smeared method was 

employed to determine the equivalent stiffness contribution of the stiffeners. In this approach, the 

smeared method was used to superimpose the stiffness contribution of the stiffeners with those of the 

shell to obtain the equivalent stiffness of the whole structure. The stiffeners were modeled as beams 

that can support shear forces and bending moments along with the axial forces. The governing partial 

differential equations of the problem are derived by applying Hamilton's principle and based on the 

first-order shear deformation theory, and then they are converted into a group of algebraic equations by 

using the differential quadrature method. Then, eigenvalue problem, and as a result, natural 

frequencies are calculated. In order to validate the results, comparisons of the present results with those 

of other studies are performed. Then, the effect of different parameters such as semi-vertex angle, 

circumferential wave number and the effect of different boundary conditions on the natural frequencies 

of the system has been evaluated. 

Keywords: vibrational behavior, composite conical shells, anisogrid lattice structure, smeared method, 

differential quadrature method. 
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 . مقدمه1
اي در صنايع طور فزاينده هاي کامپوزيتي بهسازه

هوايي، نظامي و هوافضا در طول سه دهه گذشته 

اند. سختي و استحکام ويژه بالا به  استفاده شده

همراه سبکي وزن اين قابليت را به وجود آورده 

طور گسترده توسط مهندسان  ها بهکه اين سازه

ه کار گرفته شود هاي مختلف مهندسي بدر زمينه

هاي مشبک کامپوزيتي يکي از اين . سازه[1]

هاي ها هستند که به شکلپرکاربردترين سازه

شوند.  همسان و ناهمسان طراحي و استفاده مي

کننده محيطي و ها از تعدادي سختاين نوع سازه

صورت منفرد يا  اند که بهشده مارپيچي تشکيل

. [2]شوند  همراه با پوسته خارجي استفاده مي

کنندهشده با سخت هاي مخروطي تقويتپوسته

ترين اشکال هاي داخلي ازجمله پراستفاده

باشند که کاررفته در قطعات صنعتي مي به

ها براي جلوگيري از  تار ارتعاشي آنشناخت رف

اي دارد. اکثر بروز پديده تشديد اهميت ويژه

شده دربارۀ رفتار ارتعاشي و  هاي انجامپژوهش

شده، محدود  هاي مخروطي تقويتمکانيکي پوسته

هاي هاي همسان بوده و پژوهشکنندهبه سخت

شده با  هاي کامپوزيتي تقويتاندکي به سازه

اند. بر اين ناهمسان تعلق يافتههاي کنندهسخت

با ارائه مدلي تحليلي  [3]زارعي و رحيمي  اساس،

هاي تواني اثر شرايط مرزي و و با روش سري

-ضخامت متغير پوسته را بر رفتار ارتعاشي پوسته

اي هکنندهشده با سخت هاي مخروطي تقويت

مايل بررسي کردند و نتايج حاصله از تحليل را با 

ها  نتايج عددي و تجربي مقايسه کردند. آن

هاي مخروطي همچنين رفتار کمانشي پوسته

هاي شده با شبکه مشبک و پوسته تقويت

اي متصل شده به هم را استوانه -مخروطي

گيرد، که سازه زير فشار جانبي قرار مي هنگامي

. در پژوهشي ديگر [5 , 4] اندر دادهمورد آناليز قرا

هاي طبيعي فرکانس [6]زارعي و همکاران 

شده با شبکه همسان  هاي مخروطي تقويتپوسته

 را با روش ريتز به دست آوردند و نتايج را با

هاي آزمايشگاهي و عددي مقايسه کردند.  مدل

ارتعاشات پوسته  [7]بني جمالي و جعفري 

مخروطي دوار مدرج تابعي را که با شبکه 

است بررسي کردند. شده  ناهمسان مشبک تقويت 

ها از روش گالرکين براي حل  در اين کار آن

معادلات براي شرايط مرزي مختلف استفاده 

اند که حداکثر و اند و به اين نتيجه رسيدهنموده

حداقل مقادير فرکانس طبيعي مرتبط با شرايط 

باشد. آزاد مي-گيردار و گيردار-مرزي گيردار

با استفاده از آناليز مسير  [8]نادري و احمدي 

الياف پوسته و ريب شبکه، مقاومت کمانشي و 

هاي مشبک مخروطي را به ضرايب سفتي پوسته

دهنده تغيير اند. نتايج اين کار نشاندست آورده

شده با تغيير فاصله  سختي معادل شبکه تقويت

ها از لبه کوچک پوسته به سمت لبه بزرگ ريب

در پژوهشي ديگر نادري باشد. پوسته مخروطي مي

بار کمانشي بحراني يک پوسته  [9]و رحيمي 

مشبک کامپوزيتي تحت بار محوري را با استفاده 

اند و نتايج را با از رابطه اويلري استخراج نموده

اند. بررسي رفتار  نمونه آزمايشگاهي مقايسه کرده

شده با شبکه  اي تقويتارتعاشي پوسته استوانه

مشبک و بر مبناي تئوري مرتبه اول تغيير شکل 

نژاد و همکاران انجام شده وسط همتبرشي ت

   ها اثر نيروي برشي را در نيروها و  است. آن

هاي منتجه يک سلول واحد در نظر گرفتند ممان

و ضرايب سفتي کل سازه را با تلفيق سفتي 

. [10]اند ها و پوسته به دست آوردهکنندهسخت

يزداني و رحيمي اثرات نوع شبکه مشبک و تعداد 

هاي کننده را بر روي کمانش استوانهسخت
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. [12 ،11]اند مشبک موردسنجش قرار داده

صورت آزمايشگاهي رفتار  ها به براين، آن علاوه

شده را  اي تقويتهاي استوانهکمانشي پوسته

. توتارو مشخصات سفتي [13]اند بررسي نموده

هاي مخروطي پيچشي، خمشي و محوري پوسته

هاي متقاطع هاي مارپيچي و حلقهمشبک با ريب

را بررسي کرده است. در اين کار، مشخصات 

الاستيک معادل همراه با تئوري غشايي کلاسيک 

هاي مخروطي بيان شدند و صحت و دقت پوسته

د تأييد يافته با روش اجزاي محدو هاي توسعهمدل

هاي . بار کمانشي بحراني پوسته[14]شده است 

مشبک با شبکه همسان با در نظر  اياستوانه

گرفتن پارامترهايي همچون ضخامت پوسته، زاويه 

ها و زاويه الياف پوسته کنندهقرارگيري سخت

توسط قاسمي و همکاران موردمطالعه قرار گرفت. 

 سازي و بر ر اين کار با استفاده از رويکرد معادلد

اساس تئوري مرتبه اول تغيير شکل برشي و روش 

ها به رايلي ريتز بار کمانشي بحراني اين پوسته

دست آمده و نتايج با روش اجزاي محدود براي 

. در [15]شرايط مرزي گيردار مقايسه شده است 

پژوهشي ديگر دوک و همکاران کمانش حرارتي 

هاي ساندويچي مخروطي مدرج تابعي که با پوسته

شده است را با  هاي متعامد تقويتکنندهسخت

تئوري مرتبه اول تغيير شکل برشي موردمطالعه 

ها از روش گالرکين براي حل  اند. آنقرار داده

به  اند و معادلات حاکم بر مسئله استفاده نموده

ها تأثير کنندهاند که تعداد سختاين نتيجه رسيده

. [16] گذاردزيادي بر بار بحراني حرارتي سازه مي

هاي دوار دانشجو و همکاران ارتعاشات پوسته

هاي متعامد را با روش کنندهمخروطي با تقويت

اند. اين  نرژي و تفاضل مربعات تحليل کردها

بعدي را با  محققان يک مدل المان محدود سه

افزار آباکوس براي اعتبارسنجي  استفاده از نرم

هاي تحليلي خود بسط و توسعه حلبيشتر راه

ها و به دليل هندسه ساده ورق .[18 ،17]اند داده

    شده، توزيع  اي تقويتهاي استوانهپوسته

صورت  گونه ساختارها به ها در اينکنندهسخت

در ساختارهاي مخروطي به باشد. يکنواخت مي

سبب هندسه خاص و شعاع متغير در طول سازه، 

تواند يکنواخت باشد. ها نميکنندهتوزيع سخت

اي، دو روش کلي براي هاي استوانهند پوستههمان

به دست آوردن سفتي معادل کل سازه براي يک 

پوسته مخروطي وجود دارد. برخي از محققان از 

 [21-19] اندروش گسسته استفاده نموده

سازي براي  که برخي ديگر از روش معادل درحالي

هاي مخروطي ي و کمانشي پوستهبررسي ارتعاش

 .[22 ،23]کنند شده استفاده مي تقويت

اي دربارۀ تحقيقات گستردههاي اخير در سال

هاي مخروطي همگن و ارتعاشات آزاد پوسته

يتي انجام شده است. بر اين اساس، ليو و کامپوز

با روش ريتز و اجزاي محدود تأثير  [24]همکاران 

شرايط مرزي و پارامترهاي مختلف هندسي بر 

هاي مخروطي همگن را ارتعاشات آزاد پوسته

     رفتار ارتعاشي  [25]بررسي کردند. ژانگ 

هاي کامپوزيتي مخروطي را با استفاده از سازه

هار براي شرايط مرزي مختلف روش موجک

بررسي کرده است. همچنين در پژوهش ديگري 

با روش ماتريس انتقال، ارتعاشات آزاد  [26]ايري 

خامت متغير را بررسي هاي مخروطي با ضپوسته

 کرده است.

دهد که مروري بر ادبيات تحقيق نشان مي

هاي کارهاي محدودي درزمينۀ ارتعاشات سازه

شده با شبکه مشبک ناهمسان  مخروطي تقويت

انجام شده است و حل عددي اکثر مسائل 

هاي گالرکين، سري تواني و شده با روش انجام

تلاش شده در اين پژوهش  باشند؛رايلي ريتز مي
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است براي اولين بار از روش تفاضل مربعات براي 

هاي مخروطي تقويت تحليل رفتار ارتعاشي پوسته

شده با شبکه ناهمسان استفاده شود. براي 

دستيابي به اين هدف، با فرضيات تئوري مرتبه 

سازي  اول تغيير شکل برشي و روش معادل

هاي سختي پوسته کامپوزيتي خارجي و ماتريس

آيند و با اعمال اصل  ها به دست ميکنندهسخت

ي ماتريس سختي معادل کل سازه نه برهم

شوند. سپس با اعمال اصل هميلتون استخراج مي

معادلات حرکت و شرايط مرزي مسئله به دست 

با روش تفاضل مربعات اقدام به  آيند ومي

سازي و تشکيل مسئله مقادير ويژه گسسته

ود تا تأثير تعدادي ش يت تلاش ميدرنهاشود.  مي

از پارامترهاي هندسي پوسته مخروطي بر 

 هاي طبيعي و شکل مودها بررسي شود. فرکانس

 

 . توضیح مسئله2

شده  ، يک پوسته مخروطي تقويت1 شکل مطابق

با سازه مشبک غيرهمسان را در نظر بگيريد. در 

ترتيب شعاع مقاطع دايره به R2و R1 اين شکل 

زاويه 2α تهايي سازه مخروطي، اي ابتدايي و ان

ضخامت  t طول يال مخروط و  Lرأس مخروط، 

باشند. همچنين از سيستم مختصات پوسته مي

,x) منحني الخط θ, z)  که در فاصلهx0  از رأس

مخروط و در صفحه مياني پوسته مخروطي قرار 

هاي با توجه به پيچيدگي شود. دارد، استفاده مي

امترهاي هندسي سازه مشبک مخروطي، پار سازه

شوند. بندي مي به دو گروه وابسته و مستقل طبقه

کننده پارامترهاي وابسته شامل زاويه سخت

و فاصله بين   (φ)مارپيچي نسبت به محور پوسته

باشند هاي محيطي و مارپيچي ميکنندهسخت

(ac, ah) پارامترهاي مستقل شامل عرض .   

,bc)يچي مارپ  هاي محيطي وکنندهسخت bh) ،

       و تعداد  (δst) هاکنندهضخامت سخت

,nc)هاي محيطي و مارپيچي کنندهسخت nh)  

باشند. براي بسط تحليلي سازه مشبک، نياز مي

 2است يک سلول واحد از سازه مطابق شکل 

    اي انتخاب تعريف شود. سلول واحد به گونه

توان با تکرار يشود که کل سازه مشبک را ممي

با فرض قرارگيري  .اين سلول واحد بازتوليد کرد

هاي شبکه مشبک بر روي مسير کنندهسخت

 کننده ژئودزيک، زاويه قرارگيري يک سخت

مارپيچي نسبت به محور در هر نقطه از پوسته 

 :[7]آيد صورت زير به دست مي مخروطي به

(1) 
𝜑(𝑥) = sin−1 (

𝑅2 sin(𝜑2)

𝑅(𝑥)
)

= sin−1 (
𝑅1 sin(𝜑1)

𝑅(𝑥)
)       

شعاع مخروط در بازه طولي   R(x)که در آن 

x0 ≤ x ≤ x0 + L باشد. همچنين  ميφ
1

φو  
2

 

کننده مارپيچي نسبت به زاويه قرارگيري سخت

که  هستنددر شعاع بزرگ و کوچک  xمحور 

 :[7]شوند صورت زير معرفي مي به

(2) 

 
𝜑
1
= tan−1 (

𝑅2 sin(𝛾)

𝑅2 cos(𝛾) − 𝑅1
)   

(3) 

 

𝜑
2
= 𝜑

1
− 𝛾                 

 

. نما و مقطع شماتيک از پوسته مخروطی به 1شکل 

 همراه محور مختصات
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 . شکلی شماتيک از سازه مشبک مخروطی شکل2شکل 

(4) γ = π sin α
nc − 1

nh
                     

شود زاويه گونه که در روابط بالا ديده مي همان

صورت پيوسته در طول  مارپيچي به  کننده سخت

کند که اين موضوع محور مخروط تغيير مي

هاي هاي مارپيچي در سازه کننده برخلاف سخت

علاوه بر زاويه  باشد.اي ميمشبک استوانه

هاي مارپيچي نسبت به محور پوسته،  کننده سخت

هاي محيطي و مارپيچي  کننده فواصل بين سخت

صورت زير بيان  باشند که بهمي xنيز وابسته به 

 :[7]شوند  مي

(5) 

{
 
 

 
 𝑎𝑐 =

𝜋𝑅(𝑥)

𝑛ℎ tan(𝛼)
              

𝑎ℎ =
2𝜋𝑅(𝑥) cos(𝛼)

𝑛ℎ

      

شود که تعداد  ( مشخص مي5از رابطه )

هاي مارپيچي تأثير مستقيمي بر  کننده سخت

هاي محيطي و مارپيچي  کننده فواصل بين سخت

علاوه بر موارد ذکرشده بايد توجه  خواهند داشت.

سازي  ورت تير مدلص ها به کننده داشت که سخت

شوند تا توانايي تحمل بار برشي و لنگرهاي  مي

خمشي همراه با بارهاي محوري را داشته باشند. 

با توجه به فرضيات تئوري مرتبه اول تغيير شکل 

جايي پوسته مخروطي  هاي جابهبرشي، ميدان

 شود:صورت زير بيان مي شکل به

 

(6) 
{

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜑𝑥(𝑥, 𝜃)

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜑𝜃(𝑥, 𝜃)

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝜃)                       

    

به ترتيب بيانگر  w0و  u0  ،v0که 

و  x  ،θهاي  هاي صفحه مياني در جهت جايي جابه

z ،φx  وφθ هاي عمود بر صفحه بيانگر چرخش

هستند. با فرض  xو θ اي مياني حول محوره

همچنين  ها و پوسته وکنندهپيوستگي بين سخت

پيوستگي ميدان کرنش در امتداد ضخامت 

هاي کرنش براي  ها و پوسته، مؤلفهکنندهسخت

هر نقطه از پوسته معادل به شکل زير بيان 

 شوند: مي

 

(7) 
{

𝜀𝑥
𝜀𝜃
𝛾𝑥𝜃

} = {

𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

} + 𝑧 {

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

},        

    {
𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧
} = {

𝛾𝜃𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
} 

 

اساس  هاي سطح مياني و انحناها برکرنش

صورت زير  تئوري پوسته مرتبه اول برشي به

 : [25]شوند  معرفي مي

 

(8-1) {

𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

𝜕𝑣0
𝑅(𝑥)𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅(𝑥)

𝜕𝑢0
𝑅(𝑥)𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥 }

  
 

  
 

, 

(8-2) {

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝜑𝜃

𝑅(𝑥)𝜕𝜃
𝜕𝜑𝑥

𝑅(𝑥)𝜕𝜃
+
𝜕𝜑𝜃
𝜕𝑥 }

  
 

  
 

 

(8-3) {
𝛾𝜃𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
} =

{
 

 𝜑𝜃 +
𝜕𝑤0

𝑅(𝑥)𝜕𝑥
−

𝑣0
𝑅(𝑥)

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+ 𝜑𝑥 }
 

 
 

 

در ادامه روابط سازگاري پوسته کامپوزيتي 

 شوند:صورت زير بيان مي مخروطي به
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(9) 
{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝑠ℎ

𝜎𝜃
𝑠ℎ

𝜎𝑥𝜃
𝑠ℎ

𝜎𝜃𝑧
𝑠ℎ

𝜎𝑥𝑧
𝑠ℎ}
 
 

 
 

(𝑘)

=

[
 
 
 
 
 
 𝑄11 𝑄12 0 0 0

𝑄12 𝑄22 0 0 0

0 0 𝑄66 0 0

0 0 0 𝑄44 0

0 0 0 0 𝑄55

  

]
 
 
 
 
 
 
(𝑘)

 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝜃
𝛾𝑥𝜃
𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧}
 
 

 
 
(𝑘)

 

 Qij بيانگر پوسته و shکه انديس بالايي 

(i, j = ايب سختي پوسته معرف ضر (1,2,4,5,6

صورت زير  کامپوزيتي مخروطي هستند که به

 :[27]شوند  تعريف مي

(10) 
{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑄11

𝑄12

𝑄22

𝑄16

𝑄26

𝑄66}
 
 
 
 

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐶4 2𝐶2𝑆2 𝑆4 4𝐶2𝑆2

𝐶2𝑆2 𝐶2 + 𝑆2 𝐶2𝑆2 −4𝐶2𝑆2

𝑆4 2𝐶2𝑆2 𝐶4 4𝐶2𝑆2

𝐶3𝑆 𝐶𝑆3 − 𝐶3𝑆 −𝐶𝑆3 −2𝐶𝑆(𝐶2 − 𝑆2)

𝐶𝑆3 𝐶3𝑆 − 𝐶𝑆3 −𝐶3𝑆 2𝐶𝑆(𝐶2 − 𝑆2)

𝐶2𝑆2 −2𝐶2𝑆2 𝐶2𝑆2 𝐶2 − 𝑆2

  

]
 
 
 
 
 

 

{

𝑄11
𝑄12
𝑄22
𝑄66

} , {

𝑄44

𝑄45

𝑄55

} = [−
𝐶2 𝑆2

𝐶𝑆 𝐶𝑆
𝑆2 𝐶2

] {
𝑄44
𝑄55

}, 

cosبه ترتيب بيانگر   Sو  Cدر اين رابطه β  و 

sin β  بوده که در آنβ  معرف زاويه قرارگيري

پوسته  هايکننده در لايهفيبرهاي تقويت

  Qijباشد. ضرايب سختي پوزيتي مخروطي ميکام

 شوند:صورت زير بيان مي نيز به

(11) 

𝑄11 =
𝐸1

1 − 𝜈12𝜈21
, 𝑄12 =

𝜈12𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

,

𝑄66 = 𝐺12, 
 

𝑄22 =
𝐸2

1 − 𝜈12𝜈21
,      𝑄44 = 𝐺23,

𝑄55 = 𝐺13, 

معرف مدول  E2و   E1رابطه  در اين

بيانگر مدول برشي  G13و  G12 ،G23الاستيسيته، 

هاي پوسته ضرايب پواسون لايه ν12 ،ν21و 

باشند. کامپوزيتي مخروطي در جهات ماده مي

هاي نيرو و ممان پوسته براي استخراج متنجه

( براي 9کامپوزيتي مخروطي نياز است از رابطه )

يري شود بنابراين خواهيم گ انتگرالخامت ض

 داشت:

(12) 
[𝑁𝑥𝑥

𝑠ℎ , 𝑁𝜃𝜃
𝑠ℎ , 𝑁𝑥𝜃

𝑠ℎ]
𝑇

= ∫ [𝜎𝑥𝑥
𝑠ℎ , 𝜎𝜃𝜃

𝑠ℎ, 𝜏𝑥𝜃
𝑠ℎ]

𝑇
𝑡
2

−
𝑡
2

d𝑧       

[𝑀𝑥𝑥
𝑠ℎ, 𝑀𝜃𝜃

𝑠ℎ , 𝑀𝑥𝜃
𝑠ℎ]

𝑇
= ∫ [𝜎𝑥𝑥

𝑠ℎ , 𝜎𝜃𝜃
𝑠ℎ, 𝜏𝑥𝜃

𝑠ℎ]
𝑇

𝑡
2

−
𝑡
2

zd𝑧   

[𝑄𝑥𝑧
𝑠ℎ , 𝑄𝜃𝑧

𝑠ℎ]
𝑇
= ∫ [𝜎𝑥𝑧

𝑠ℎ , 𝜎𝜃𝑧
𝑠ℎ]

𝑇
𝑡
2

−
𝑡
2

d𝑧       

گيري، روابط بالا به شکل  پس از انتگرال

 شوند: صورت زير بازنويسي مي ماتريسي به

(13) {
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑁𝑥𝑥
𝑠ℎ

𝑁𝜃𝜃
𝑠ℎ

𝑁𝑥𝜃
𝑠ℎ

𝑀𝑥𝑥
𝑠ℎ

𝑀𝜃𝜃
𝑠ℎ

𝑀𝑥𝜃
𝑠ℎ

𝑄𝑥𝑧
𝑠ℎ

𝑄𝜃𝑧
𝑠ℎ}
 
 
 
 

 
 
 
 

= [

[𝐴]𝑠ℎ [𝐵]𝑠ℎ 0

[𝐵]𝑠ℎ [𝐷]𝑠ℎ 0

0 0 [𝐻]𝑠ℎ
  ]

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

Aijدر اين رابطه 
sh   وHij

sh   ،سختي کششي

Bij
sh  خمشي و -سختي کششيDij

sh   سختي

خمشي پوسته کامپوزيتي مخروطي هستند که 

 شوند:صورت زير بيان مي به

(14) 

([𝐴]𝑠ℎ , [𝐵]𝑠ℎ, [𝐷]𝑠ℎ)

= ∑∫ [𝑄𝑖𝑗
𝑘
]
𝑠ℎ𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑁𝑠

𝐾=1

(1, 𝑧, 𝑧2)d𝑧,

𝑖, 𝑗 = 1,2,6. 

[𝐻]𝑠ℎ = ∑∫ [𝑄𝑖𝑗
𝑘
]
𝑠ℎ𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑁𝑠

𝐾=1

(1, 𝑧, 𝑧2)d𝑧,

𝑖, 𝑗 = 4,5. 

بيانگر تعداد لايه پوسته کامپوزيتي  Nsکه 

 .باشدمخروطي مي
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 هاکنندهسازی در سخت . رويکرد معادل3

هاي طبيعي سازه براي محاسبه فرکانس

ه مشبک داخلي، در درجه اول شده با شبک تقويت

نياز به تعيين ماتريس سختي کل سازه معادل 

سازي  باشد. بدين منظور از روش تقريب معادلمي

شود. در اين روش با  ها استفاده ميکنندهسخت

کننده سازه انجام محاسبات رياضي، بخش تقويت

شود.  اي معادل تبديل ميبه يک چيدمان لايه

امل پوسته خارجي و بخش درنهايت سازه اوليه ش

اي متشکل از پوسته خارجي کننده، به سازهتقويت

کننده تبديل و لايه معادل قسمت تقويت

هاي  شوند. براي دستيابي به اين هدف، فرضيه مي

 :[6]شود زير در نظر گرفته مي

بر هاي مارپيچي و عرضي علاوه کنندهسخت -1

نيروي محوري، نيروي برشي را نيز تحمل 

 کنند؛مي

هاي اعمالي به سطح مقطع عرضي توزيع تنش -2

 صورت يکنواخت هستند؛ ها بهکنندهسخت

ها در راستاي ضخامت توزيع کرنش -3

 ها و پوسته پيوسته هستند.کننده سخت

ها و کنندهبا توجه به پيوستگي ميان سخت

اين فصل مشترک  هاي موجود درپوسته، کرنش

 شوند.عنوان شرايط سازگاري مسئله استفاده مي به

کرنش مربوط به -درنتيجه، روابط تنش

هاي مارپيچي در مختصات کننده سخت

 :[6]شود  صورت زير نوشته مي الخط به منحني

(15) 

[
 
 
 
 
 
𝜎𝑥
ℎ

𝜎𝜃
ℎ

𝜎𝑥𝜃
ℎ

𝜎𝑥𝑧
ℎ

𝜎𝜃𝑧
𝑠ℎ]
 
 
 
 
 
𝑖

= [𝑆 ]
𝑖
  

[
 
 
 
 
𝜀𝑥
𝜀𝜃
𝛾𝑥𝜃
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝜃𝑧]

 
 
 
 

,    [𝑆 ]
𝑖

= [𝑇]−1[𝑆 ]𝑖[𝑅 ][𝑆 ]𝑖[𝑅 ]−1 

کننده بيانگر سخت hکه انديس بالايي 

هاي کنندهماتريس سخت  i[ S]مارپيچي، 

𝑖) مارپيچي = 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛, 𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟)،[T]   ماتريس

صورت  ماتريس روتر هستند که به  [ R]تبديل و 

 :[6]شوند زير تعريف مي

(16)  

[𝑇 ] =

[
 
 
 
 
𝑐𝜑2 𝑠𝜑2 2𝑠𝜑𝑐𝜑 0 0

𝑠𝜑2 𝑐𝜑2 −2𝑠𝜑𝑐𝜑 0 0

−𝑠𝜑𝑐𝜑 𝑠𝜑𝑐𝜑 𝑐𝜑2 − 𝑠𝜑2 0 0
0 0 0 𝑐𝜑 −𝑠𝜑
0 0 0 𝑠𝜑 𝑐𝜑

  

]
 
 
 
 

 

[𝑅 ] =

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

  

]
 
 
 
 

,   

[𝑆 ]𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 =
𝐸ℎ𝑏ℎ
𝑎ℎ(𝑥)

[
 
 
 
 
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

  

]
 
 
 
 

, 

[𝑆 ]𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 =
𝐺ℎ𝑏ℎ
𝑎ℎ(𝑥)

[
 
 
 
 
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

  

]
 
 
 
 

,   

مدول برشي   Ghمدول الاستيسيته و Eh که 

به ترتيب معرف   Sφو  cφبراين  هستند. علاوه

cosφ  وsinφ ها  هستند که در آنφ  زاويه

کننده مارپيچي است که در رابطه متغير سخت

، براي ( معرفي شده است. مشابه بخش قبل1)

هاي نيرو و ممان استخراج متنجه

هاي مارپيچي نياز است از روابط  کننده تقويت

کننده تنش در راستاي ضخامت سخت

صورت زير حاصل  گيري شود که به انتگرال

 شود: مي

(17) 
[𝑁𝑥𝑥

ℎ , 𝑁𝜃𝜃
ℎ , 𝑁𝑥𝜃

ℎ ]
𝑇

= ∫ [𝜎𝑥𝑥
ℎ , 𝜎𝜃𝜃

ℎ , 𝜏𝑥𝜃
ℎ ]

𝑇
𝑡
2

−𝛿𝑠𝑡−
𝑡
2

d𝑧       

[𝑀𝑥𝑥
ℎ , 𝑀𝜃𝜃

ℎ , 𝑀𝑥𝜃
ℎ ]

𝑇
= ∫ [𝜎𝑥𝑥

ℎ , 𝜎𝜃𝜃
ℎ , 𝜏𝑥𝜃

ℎ ]
𝑇

𝑡
2

−𝛿𝑠𝑡−
𝑡
2

zd𝑧    

[𝑄𝑥𝑧
ℎ , 𝑄𝜃𝑧

ℎ ]
𝑇
= ∫ [𝜎𝑥𝑧

ℎ , 𝜎𝜃𝑧
ℎ ]

𝑇
𝑡
2

−𝛿𝑠𝑡−
𝑡
2

d𝑧       

هاي بالا، نتايج را  گيري از رابطه رالپس از انتگ

صورت زير بازنويسي  توان به شکل ماتريسي بهمي
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 نمود:

(18) {
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑁𝑥𝑥
ℎ

𝑁𝜃𝜃
ℎ

𝑁𝑥𝜃
ℎ

𝑀𝑥𝑥
ℎ

𝑀𝜃𝜃
ℎ

𝑀𝑥𝜃
ℎ

𝑄𝑥𝑧
ℎ

𝑄𝜃𝑧
ℎ }
 
 
 
 

 
 
 
 

= [

[𝐴]ℎ [𝐵]ℎ 0

[𝐵]ℎ [𝐷]ℎ 0

0 0 [𝐻]ℎ
  ]

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧}
 
 
 
 

 
 
 
 

        

هاي کنندههاي سختي سختکه ماتريس

 شوند: صورت زير معرفي مي مارپيچي به

 

(19) [𝐴(𝑥)]𝜑
ℎ

=
𝐸ℎ𝐴ℎ
𝑎ℎ(𝑥)

[

𝑐𝜑4 𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑𝑐𝜑3

𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑4 𝑐𝜑𝑠𝜑3

𝑠𝜑𝑐𝜑3 𝑐𝜑𝑠𝜑3 𝑐𝜑2𝑠𝜑2
  ] 

[𝐵(𝑥)]𝜑
ℎ

=
𝐸ℎ𝐴ℎ(𝛿𝑠𝑡 + 𝑡)

2𝑎ℎ(𝑥)
[

𝑐𝜑4 𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑𝑐𝜑3

𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑4 𝑐𝜑𝑠𝜑3

𝑠𝜑𝑐𝜑3 𝑐𝜑𝑠𝜑3 𝑐𝜑2𝑠𝜑2
  ] 

[𝐷(𝑥)]𝜑
ℎ

=

𝐸ℎ𝐴ℎ (
(
𝛿𝑠𝑡 + 𝑡
2

)
2

+

𝑡2

12

)

𝑎ℎ(𝑥)
[

𝑐𝜑4 𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑𝑐𝜑3

𝑐𝜑2𝑠𝜑2 𝑠𝜑4 𝑐𝜑𝑠𝜑3

𝑠𝜑𝑐𝜑3 𝑐𝜑𝑠𝜑3 𝑐𝜑2𝑠𝜑2
  ] 

[𝐻(𝑥)]𝜑
ℎ =

𝐺ℎ𝐴ℎ
𝑎ℎ(𝑥)

[
𝑐𝜑2 𝑐𝜑𝑠𝜑

𝑐𝜑𝑠𝜑 𝑠𝜑2
  ]                 

 

سطح مقطع  Ahدر اين روابط 

باشد. مشابه رويکرد هاي مارپيچي مي کننده سخت

هاي سختي توان ماتريسآساني مي بالا، به

هاي محيطي را به دست آورد که در کننده سخت

نظر  اينجا براي اختصار از ذکر مجدد آن صرف

شود. درنهايت با در نظر گرفتن تمامي  مي

هاي مارپيچي و محيطي، کننده سخت

ها  کننده هاي سختي کل مربوط به تقويت ماتريس

 آيد: صورت زير به دست مي به

(20) 

([𝐴]𝑠𝑡, [𝐵]𝑠𝑡, [𝐷]𝑠𝑡, [𝐻]𝑠𝑡)

= ([𝐴]𝜑
ℎ , [𝐵]𝜑

ℎ , [𝐷]𝜑
ℎ , [𝐻]𝜑

ℎ)

+ ([𝐴]−𝜑
ℎ , [𝐵]−𝜑

ℎ , [𝐷]−𝜑
ℎ , [𝐻]−𝜑

ℎ )

+ ([𝐴]0
𝑐 , [𝐵]0

𝑐 , [𝐷]0
𝑐 , [𝐻]0

𝑐)            

به ترتيب بيانگر  stو  cانديس بالايي 

کننده هستند. با  کننده محيطي و سخت سخت

توجه به اينکه ممان و نيروهاي منتجه پوسته 

 کنندهکامپوزيتي مخروطي و سازه مشبک تقويت

بر اساس کرنش و انحناهاي صفحه مياني به دست 

توان سختي کل  يمي نه برهماند، مطابق اصل آمده

 صورت زير بيان نمود: سازه را به

(21)  

{
𝑁
𝑀
𝑄
} = [

[𝐴]𝑠ℎ+[𝐴]𝑠𝑡 [𝐵]𝑠ℎ+[𝐵]𝑠𝑡 0

[𝐵]𝑠ℎ+[𝐵]𝑠𝑡 [𝐷]𝑠ℎ+[𝐵]𝑠𝑡 0

0 0 [𝐷]ℎ
  ]

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧}
 
 
 
 

 
 
 
 

  

= [

[𝐴] [𝐵] 0
[𝐵] [𝐷] 0

0 0 [𝐻]
  ]

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾𝑥𝜃
0

𝜀𝑥
1

𝜀𝜃
1

𝛾𝑥𝜃
1

𝛾𝜃𝑧
𝛾𝑥𝑧}
 
 
 
 

 
 
 
 

                       

( 21( در رابطه )8رابطه )با جايگذاري 

هاي متنجه شامل نيرو، ممان و برش  تنش

جايي به دست  هاي ميدان جابه برحسب مؤلفه

نظر  آيند که براي اختصار از ذکر آن صرفمي

 شود. مي

 

 . استخراج معادلات حرکت4

براي استخراج معادلات حاکم بر حرکت و شرايط 

شود.  مرزي از روش اصل هميلتون استفاده مي

هاي کرنشي و دين منظور ابتدا نياز است انرژيب

ها  جنبشي سازه تعيين شده و تغييرات آن

محاسبه شود. سپس با اعمال اصل هميلتون و 

جزء و مرتب نمودن بر اساس  گيري جزءبه انتگرال
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جايي، معادلات حاکم بر حرکت  هاي جابهميدان

 آيند لذا خواهيم داشت:مسئله به دست مي

(22)  

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
sin 𝛼

𝑅
(𝑁𝑥𝑥 −𝑁𝜃𝜃) +

1

𝑅

𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝜃

− 𝐼0
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

− 𝐼1
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑡2

= 0, 
1

𝑅

𝜕𝑁𝜃𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝑥

+
2 sin 𝛼

𝑅
𝑁𝑥𝜃 +

cos 𝛼

𝑅
𝑄𝜃𝑧

− 𝐼0
𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

− 𝐼1
𝜕2𝜑𝜃
𝜕𝑡2

= 0, 

𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
sin 𝛼

𝑅
𝑄𝑥𝑧 +

1

𝑅

𝜕𝑄𝜃𝑧
𝜕𝜃

−
cos 𝛼

𝑅
𝑁𝜃𝜃

− 𝐼0
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

= 0, 

𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
sin 𝛼

𝑅
(𝑀𝑥𝑥 −𝑀𝜃𝜃) +

1

𝑅

𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝜃
+ 𝑄𝑥𝑧

− 𝐼1
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

− 𝐼2
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑡2

= 0, 

1

𝑅

𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝜃
+
𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝑥
+
2 sin 𝛼

𝑅
𝑀𝑥𝜃 − 𝑄𝜃𝑧 − 𝐼1

𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

− 𝐼2
𝜕2𝜑𝜃
𝜕𝑡2

= 0,                   

هاي اينرسي  I2و  I0 ،I1هاي بالا  در معادله

جرمي سازه پوسته مخروطي مشبک هستند که 

 :[6]شوند صورت زير تعريف مي به

(23)  

𝐼0 =
2𝜌𝑐𝐴ℎ
𝑎ℎ(𝑥)

+
𝜌𝑐𝐴ℎ
𝑎𝑐(𝑥)

+ ∑∫ 𝜌𝑠ℎ d𝑧
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑁𝑠

𝐾=1

   

𝐼1 = 𝜌𝑠ℎ ∑∫ 𝑧 d𝑧
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑁𝑠

𝐾=1

,   

𝐼2 = 𝜌ℎ∫ 𝑧2d𝑧

𝑡
2

−𝛿𝑠𝑡−
𝑡
2

+ 𝜌
𝑐
∫ 𝑧2d𝑧

𝑡
2

−𝛿𝑠𝑡−
𝑡
2

+ 𝜌𝑠ℎ  ∑ ∫  𝑧2d𝑧
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑁𝑠

𝐾=1

, 

𝜌
ℎ
=

2𝜌𝑐𝐴ℎ
𝑎ℎ(𝑥)𝛿𝑠𝑡

,    𝜌
𝑐
=

𝜌𝑐𝐴𝑐
𝑎𝑐(𝑥)𝛿𝑠𝑡

,          

کننده چگالي سخت ρcچگالي پوسته،  ρshکه 

کننده مارپيچي چگالي سخت ρcمحيطي و 

گاه هستند. شرايط مختلف مرزي شامل تکيه

 26تا  24هاي  رابطه صورت ساده، آزاد و گيردار به

 شوند:نوشته مي

 دار:گاه گيرتکيه

(24) 𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 0,    𝜑𝑥 = 𝜑𝜃 = 0            

 گاه ساده:تکيه

(25) 𝑢0 = 𝑣0 = 0,    𝜑𝜃 = 0,    𝑀𝑥𝑥 = 0,   𝑁𝑥𝑥
= 0 

 گاه آزاد:تکيه

(26) 𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝜃 = 0,   𝑁𝑥𝑥 = 𝑁𝑥𝜃 = 𝑄𝑥𝑧 = 0 

ر جهت با توجه به کامل بودن پوسته د

جايي در اين راستا با  محيطي و متناوب بودن جابه

جايي براي هر نقطه از  ، توابع جابه2πدوره تناوب 

شود  صورت زير بيان مي پوسته مخروطي شکل به

روند  که براي شرايط مرزي مختلف به کار مي

[28]: 

(27) {
 
 

 
 
𝑢0(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑣0(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝑤0(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝜑
𝑥
(𝑥, 𝜃, 𝑡)

𝜑
𝜃
(𝑥, 𝜃, 𝑡)}

 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
𝑈(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 cos(𝑛𝜃)

𝑉(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 sin(𝑛𝜃)

𝑊(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 cos(𝑛𝜃)

𝑋(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 cos(𝑛𝜃)

Θ(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 sin(𝑛𝜃) }
 
 

 
 

 

د موج عد nفرکانس طبيعي و  ωدر اين رابطه 

هاي در ادامه نياز است ميدان باشند.محيطي مي

شده در رابطه فوق در معادلات  يفتعرجايي  جابه

حرکت و شرايط مرزي مسئله جايگذاري شود تا 

روابط برحسب متغير مکاني استخراج شود که در 

 شود. مي نظر صرفاينجا براي اختصار از ذکر آن 

 

 . روش حل معادلات5 

ش تفاضل مربعات براي حل در اين بخش از رو

شده در  عددي معادلات و شرايط مرزي ارائه

شود.  ( استفاده مي26-24( و )22هاي ) رابطه

هاي مرتبه روش تفاضل مربعات ازجمله روش

بالايي است که در آن با استفاده از ضرايب وزني، 

معادلات ديفرانسيلي به معادلات جبري مرتبه اول 
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معناست که مشتق در شوند. اين بدان تبديل مي

صورت مجموع خطي از ضرايب وزني و  هر نقطه به

مقادير تابع در آن نقطه و ديگر نقاط دامنه و در 

شوند. اين جهت محورهاي مختصات بيان مي

روش توانايي حل انواع معادلات غيرخطي، خطي 

 و کوپله را داراست. 

  fمطابق اين روش، مشتقات تابعي نظير 

 زير تخمين زده شود: صورت تواند به مي

(28) 𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
|
𝑥=𝑥𝑖

=∑𝐴𝑖𝑗
(𝑟)

𝑁

𝑗=1

𝑓𝑗 ,                 

ماتريس ضرايب وزني مرتبط با [A(r)] که 

تعداد نقاط شبکه در  Nو xi در نقطه  rمشتق 

ضرايب وزني مشتق مرتبه  نظر گرفته شده است.

 :[29]شوند ت زير بيان ميصور اول و بالاتر به

(29)  

𝐴𝑖𝑗
(1)

=

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑚)
𝑁
𝑚=1
𝑚≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑚)
𝑁
𝑚=1
𝑚≠𝑗

, 𝑖 = 𝑗 = 1,2,3, … ,𝑁; 𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑚)

𝑁

𝑚=1
𝑚≠𝑖

,          𝑖 = 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑁

    

𝐴𝑖𝑗
(𝑟) = 𝐴𝑖𝑗

(1)𝐴𝑖𝑗
(𝑟−1),    𝑟 = 2,3, … ,𝑁 − 1. 

نحوه توزيع نقاط در شبکه تأثير بسزايي بر 

پايداري و همگرايي روش تفاضل مربعات خواهد 

داشت. بدين منظور از توزيع غيريکنواخت 

چبيشف براي ايجاد حداکثر همگرايي و پايداري 

صورت زير  شود که به يدر حل معادلات استفاده م

 :[29]شوند تعريف مي

(30)  

𝑥𝑖 = 𝑥0 +
𝐿

2
{1 − cos [

(𝑖 − 1)𝜋

𝑁 − 1
]} ,   𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁.  

[A]در ادامه با تعريف  = [A(1)]  و

[B] = [A(2)]  ( را مي28معادله ) توان براي دو

صورت زير بازنويسي  دوم بهمشتق مرتبه اول و 

 کرد:

(31) {
𝜕𝑓

𝜕𝑥
} = [𝐴]{𝑓},     {

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
} = [𝐵]{𝑓},    

حال با اعمال روش تفاضل مربعات بر معادلات 

سازي معادلات  حرکت و شرايط مرزي و مرتب

 حاصله در فرم ماتريسي خواهيم داشت:

(32) [𝐾]{𝑐} = 𝜔2[𝑀]{𝑐}             

(33) [Γ]{𝑐} = {0}                   

به ترتيب ماتريس  {c}و  [Γ]، [M]، [K]که 

سختي، ماتريس جرم و ماتريس ضرائب شرايط 

جايي هستند که در بخش  مرزي و بردار جابه

اند. براي تحليل فرکانسي  پيوست معرفي شده

( 33( و )32هاي ) مسئله نياز است دستگاه معادله

موضوع با توجه به عدم زمان حل شوند. اين  هم

تطابق بين تعداد معادلات و تعداد متغيرهاي 

مجهول به ناسازگاري در حل مسئله منجر 

شود. براي رفع اين مشکل نقاط شبکه به  مي

x2)دودسته نقاط دامنه  − xN−1)   و مرز

,x1) سيستم  xN)شود. با ناديده گرفتن  تقسيم مي

يستم، معادله ارضاي معادلات در نقاط مرزي س

 شود: صورت زير بازنويسي مي ( به32)

(34) [𝐾]{𝑐} = 𝜔2[𝑀]{𝑐}               

هاي سختي و جرم در علامت بار در ماتريس

هاي متناظر غيرمربعي اين معادله بيانگر ماتريس

باشد. با جداسازي درجات آزادي شرايط مرزي مي

رم زير ( به ف34( و )33هاي ) و دامنه معادله

   شوند:تبديل مي

(35) 
[𝐾]

𝑑
{𝑐}𝑑 + [𝐾]𝑏

{𝑐}𝑏

= 𝜔2 ([𝑀]
𝑑
{𝑐}𝑑

+ [𝑀]
𝑏
{𝑐}𝑏) 

(36) [Γ]𝑑{𝑐}𝑑 + [Γ]𝑏{𝑐}𝑏 = {0}       

به ترتيب مربوط به   d و  bهاي که انديس
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( 35با معرفي رابطه ) نقاط مرزي و دامنه هستند.

صورت زير به دست  ( معادله مقادير ويژه به36در )

 آيد:مي

(37) [𝐾∗]{𝑐}𝑑 = 𝜔
2[𝑀∗]{𝑐}𝑑        

صورت زير  به [∗M]و  [∗K]هاي که ماتريس

 شوند:بيان مي

(38) [𝐾∗] = [𝐾]
𝑏
[𝑃] + [𝐾]

𝑑
,    [𝑀∗]

= [𝑀]𝑏[𝑃] + [𝑀]𝑑  

(39) [𝑃] = −[Γ]𝑏
−1[Γ]𝑑               

در روند حل مسئله و الگوريتم همگرايي 

 شود. ترسيم مي 3فلوچارت شکل 

 

 . نتايج و بحث6

در ابتداي اين بخش، دقت همگرايي روش تفاضل 

شود. بدين منظور، تغييرات  مربعات بررسي مي

ϖ)بعد فرکانس طبيعي بدون = ωR1√
ρsh

E1
⁄ )  

براي عدد موج  (N)نسبت به تعداد نقاط شبکه 

محيطي مختلف و شرايط مرزي دو سر گيردار در 

رسم شده است. همانگونه که نتايج اين  4شکل 

دهد، روش حل ارائه شده شکل نشان مي

همگرايي بالا دارد و با حداقل تعداد نقاط شبکه 

توان نتايج معتبري به دست آورد. در اين کار مي

براي اطمينان از همگرايي روش حل ارائه شده 

 شود. نقطه انتخاب مي 10تعداد نقاط شبکه 

دقت روش تفاضل مربعات، براي نشان دادن 

ابتدا نتايج حاصله از اين کار با نتايج ساير محققان 

 دولشوند. در ج مقايسه مي 4و  3هاي در جدول

Ωبعد  فرکانس طبيعي بدون 3 =

ωR2√(1 − ν
2)ρ E⁄  يک پوسته مخروطي

کننده و براي شرايط مرزي بدون سخت همگن

 متفاوت و عدد موج محيطي آورده شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. فلوچارت تحليل مسئله به همراه الگوریتم 3شکل 

 همگرایی

رايي روش دهنده همگ مقايسه نتايج نشان

المان محدود ريتز در کار  تفاضل مربعات با روش

براين در  باشد. علاوهمي [24]ليو و همکاران 

فرکانس طبيعي بدون بعد  4جدول 

𝑵 = 𝑵+ 𝟏 
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Ω = ωR1√ρt A11⁄ يک پوسته کامپوزيت سه   

چيني متفاوت لايه با زاويه نيم رأس و زاويه

فيبرهاي تقويتي، براي شرايط مرزي دوسرگيردار 

قبول  مقايسه شده است. نتايج بيانگر تطابق قابل

هار روش موجکهاي تفاضل مربعات و بين روش

 باشد.مي [25]در کار ژانگ و همکاران 

سنجي نتايج صحت براي 5براين، شکل  علاوه

المان افزار حاصل از روش ارائه شده با نتايج نرم

محدود رسم شده است. نتايج براي پوسته 

شده با شبکه همسان و با پارامترهاي  تقويت

 هندسي

 ،R2 = 147 mm ،R1 = 77 mm ،α =

14/03 °،φ = 11/5 ° 

bh = bc = δst = 4 mm  

باشند. نتايج براي سه شرط مرزي مختلف مي

کار با دقت قابل قبولي با نتايج کار  حاصل از اين

تطابق دارند که اين موضوع  [6]عي و همکاران زار

گرفته شده و  دهنده صحت روابط به کارنشان

باشد. بايد توجه داشت که اختلاف روش حل مي

هاي در سازيموجود بين نتايج، مربوط به ساده

نظر گرفته شده در استخراج معادلات حرکت و 

 باشند.افزاري مي آناليز نرم

سنجي فرمولاسيون و روش حل  پس از صحت

مسئله، اثرات پارامترهاي مختلف هندسي بر 

 بعد پوسته مخروطيفرکانس طبيعي بدون

شده موردبحث و تحقيق قرار  کامپوزيتي تقويت

شود که  فرض ميگيرد. براي ارائه نتايج عددي مي

پوسته خارجي از چهار لايه با مواد شيشه اپوکسي 

ساخته شده است که خواص مکانيکي اين مواد در 

براين خصوصيات  بيان شده است. علاوه 1جدول 

هاي محيطي و مارپيچي کنندهمکانيکي سخت

 در نظر گرفته شده است.  2 مطابق جدول

. خصوصيات مکانيکی پوسته کامپوزیتی 1جدول 

 [27] مخروطی

 مشخصه مقدار واحد

MPa 41400 طولي  مدول الاستيسيته  1E 

MPa 8740 عرضي  دول الاستيسيتهم  2E
 

 ضريب پواسون 275/0 - 12
 

MPa 3430 مدول برشي  12G 

MPa 3430 مدول برشي  13G 

MPa 15750 مدول برشي 23G 

3

kg
m 

چگالي 2062 sh 

 

 
. آناليز همگرایی روش تفاضل مربعات برای عدد 4شکل 

 های محيطی مختلفموج

 
شده  های طبيعی سازه تقویت.  مقایسه فرکانس5شکل 

 افزار المان محدودبا شبکه همسان با نتایج نرم

 

    [6]ها  کننده . خصوصيات مکانيکی سخت2 جدول

   

MPa     1E

MPa     2E 

-    12 

MPa    12G

MPa    13G

MPa   23G

3

kg
m

   st

 

3 8 12 16 20
0

0.11

0.23

0.35

0.47

0.59

0.7

N



 

 

n=1

n=2

n=3

n=4

2 3 4 5 6 7 8 9
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

n


 (

H
z
)

 

 

     CC

     FC

     CF

   CF,FEM [6]

   SS,FEM  [6]

   CC,FEM [6]
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بايد توجه نمود که پارامترهاي ورودي 

صورت  جز در مواردي که به ها بهکننده سخت

 صورت اند، بهمستقيم در متن مقاله ذکر شده
 (nc, nh) =  (10,28)،   (bc, bh) =  (0/006,0/006)m  

  ،R1 = 0/5 m δst =  0/006 m ،L = 1 m ،α = 30
°

 

باشند. همچنين مرزي دو سر ساده مي ا شرايطب و

هاي کامپوزيتي زاويه قرارگيري فيبرهاي لايه

است که اعداد درجه  [0/90/90/0] صورت به

داخل کروشه بيانگر زاويه قرارگيري فيبرهاي 

چيني در هر يک از چهار لايه کننده يا زاويه تقويت

 باشند.دهنده پوسته خارجي مي تشکيل

 
مقایسه فرکانس طبيعی بدون بعد یک پوسته  .3 دولج

مخروطی همگن برای شرایط مرزی و عدد موج 

محيطی متفاوت، 

, . , sin . , .L R t R     2 245 0 3 0 5 0 01
 

n  

    
 

     
CC 

     

     
SC 

     

     
CS 

     

     
SS 

     

 

CC 

 

SC 

 

CS 

 

SS 

 

 

مقایسه فرکانس طبيعی بدون بعد یک پوسته  .4 جدول

متفاوت و  مپوزیت سه لایه برای زاویه نيم رأسکا

 شرایط مرزی دوسرگيردار

/ /0 90 0    
 / /0 60 0    

 / /0 30 0       
 

    
 

 

    
 

     

    
 

     

 

هاي طبيعي سازه فرکانس 6و  5هاي جدول

            ها را براي  کننده شده با سخت تقويت

,𝜃−)] هاي متقارنچينيزاويه 𝜃)2]𝑠𝑦𝑚   در

هاي فرکانس 5دهد. در جدول مقطع نشان مي

و شرايط مرزي  3بعد سازه براي عدد موج بدون

مختلف گردآوري شده است. نتايج به وضوح نشان 

طبيعي سازه براي  دهد که بيشترين فرکانسمي

شرايط مرزي دوسرگيردار است و کمترين 

      آزاد -فرکانس نيز مربوط به شرايط گيردار

جز  باشد. همچنين براي تمام شرايط مرزي بهمي

شرايط مرزي يک سر آزاد، با تغيير زاويه چيني از 

فرکانس طبيعي روند افزايش داشته  45صفر تا 

صورت  به 90تا  60که اين موضوع از زاويه چيني 

باشد. تغييرات فرکانس براي شرايط کاهشي مي

 30تا  0مرزي يک سر آزاد از زاويه چيني 

باشد. نتايج جدول ازآن کاهشي مي افزايشي و پس

هاي  براي شرايط مرزي دو سر ساده و عدد موج 6

گونه که نتايج اين  همان باشد.محيطي متفاوت مي

 دهد، حداکثر فرکانس طبيعيجدول نشان مي

 2يا  1هاي متفاوت در عدد موج چينيبراي زاويه

     پيوندد. اين مقدار حداکثر در به وقوع مي

 1درجه در عدد موج  90و  15، 0هاي چينيزاويه

باشد. مي 2ها در عدد موج و ساير زاويه چيني

براين، کمترين فرکانس طبيعي يا فرکانس  علاوه
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براي  8و  7، 6هاي  اصلي سازه در عدد موج

 هاي متفاوت رخ داده است.چيني ويهزا

 پوسته یک بعدبدون طبيعی فرکانس مقایسه. 5 جدول

 برای هاکنندهسخت با شده تقویت مخروطی کامپوزیت

 متفاوت مرزی شرایط

 

براي بررسي تأثير تغيير سطح مقطع 

ها و عدد موج محيطي بر فرکانس کننده سخت

در سه بخش جداگانه  6بعد، شکل طبيعي بي

راي شرايط مرزي گوناگون رسم شده است. نتايج ب

آمده در تمامي شرايط مرزي نشان  دست به

دهد که افزايش عدد موج ابتدا موجب کاهش  مي

 علت شود. فرکانس طبيعي و سپس افزايش آن مي

 هايپوسته در که است آن چنين رفتاري از سازه

بزرگ،  چندان نه شعاع به طول نسبت با مخروطي

 شکل به رسيدن لازم براي ژيانر کمترين

 و کوچک محيطي مودهاي فرکانسي در مودهاي

 در بنابراين مياني است؛ مودهاي از بيشتر بزرگ

اين شکل يک نقطه کمينه براي شرايط مرزي 

پوسته  شود که در آن مود،مختلف مشاهده مي

 خود نشان از را کمترين سختي مخروطي

همچنين روند کاهشي و افزايشي  .دهد مي

هاي با فرکانس به ترتيب براي سازه

هايي با سطح مقطع کمتر و بيشتر،  کننده سخت

توان مشاهده باشد. از طرفي ميتر ميملموس

ها به کنندهنمود که افزايش سطح مقطع سخت

سختي بيشتر سازه و درنتيجه افزايش فرکانس 

بعد طبيعي منجر شده است. بررسي بيشتر بدون

هد که افزايش سطح ددر اين شکل نشان مي

ها به کاهش عدد موج محيطي کنندهمقطع سخت

شود. براي  متناظر با فرکانس اصلي منجر مي

      گيردار، -مثال، در شرايط مرزي گيردار

ساده فرکانس اصلي به  -آزاد و ساده-گيردار

          براي  7و  6، 8ترتيب در عدد موج 

متر  ميلي 16هايي با سطح مقطع کنندهسخت

ست، اين در حالي است که براي مربع رخ داده ا

 144هايي با سطح مقطع کنندهاي با سختسازه

متر مربع فرکانس اصلي به ترتيب در عدد  ميلي

 دهد. روي مي 6و  5، 7موج 

 

 
 فرکانس بر عدد موج محيطی تغييرات . تأثير6 شکل

مرزی گوناگون و  شرایط برای سازه بعدطبيعی بدون

 هاندهکن سطح مقطع متفاوت سخت
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براي درک بهتر رفتار ارتعاشي سازه 

شده، شکل مودهاي مسئله براي شرايط  تقويت

رسم شده  8و  7هاي مرزي مختلف در شکل

هاي ، شکل مودهاي سازه7است. شکل 

هاي اول و دوم شده و نشده را براي مود تقويت

دهد. طبق نتايج اين شکل، در تمام نشان مي

امنه مودهاي اول و دوم شرايط مرزي حداکثر د

گاه با سازه تقويت نشده متمايل به سمت تکيه

باشد که اين نتايج با نتايج حاصل شعاع بزرگ مي

دارد. با اضافه شدن همخواني  [30] در مرجع

ها به سازه مخروطي، علاوه بر کمتر کنندهتقويت

شدن حداکثر دامنه شکل مودهاي اول و دوم 

سازه، حداکثر دامنه به سمت نقطه مياني پوسته 

آزاد( و -جز شرايط مرزي گيردار متمايل شده )به

جايي سازه در سمت لبه کوچک بيشتر  جابه

گرفت که تأثير  توان نتيجهبنابراين مي شود. مي

شرايط مرزي لبه کوچک بر فرکانس اصلي سازه 

 باشد. شده بيشتر از سازه تقويت نشده مي تقويت

، شکل مودهاي اول و دوم سازه 8شکل 

شده براي شرايط مرزي مختلف و سه عدد  تقويت

دهد. نتايج نمودارهاي  را نشان مي 6و  4، 2موج 

موج از دهد که با افزايش عدد رسم شده نشان مي

، حداکثر دامنه شکل مود اول براي شرايط 6به  2

ساده به ترتيب به  -ساده و گيردار-مرزي ساده

سازه متمايل  سمت لبه کوچک و نقطه مياني

شود.  مي

 

ها برای عدد موج کنندهشده با سخت بعد یک پوسته مخروطی کامپوزیت تقویتمقایسه فرکانس طبيعی بدون .6 جدول

 ایط مرزی دو سر سادهمختلف و شر
 n

 ,
2 sym

   

 

 

براين در شرايط مرزي نام برده شده،  علاوه

حداکثر دامنه شکل مود دوم در سمت لبه کوچک 

 افتد.اتفاق مي

 
ودهای اول و دوم پوسته مخروطی م .7 شکل

 شده و نشده برای شرایط مرزی گوناگون تقویت

 
. مودهای اول و دوم پوسته مخروطی 8 شکل

شرایط مرزی و عدد موج محيطی  شده برای تقویت

 متفاوت

 

اثرات تغييرات زاويه نيم  10و  9هاي  شکل

بعد سازه را مخروط بر فرکانس طبيعي بدون رأس
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لف مرزي و عدد موج محيطي براي شرايط مخت

دهد. براي نمايش اين رفتار ديناميکي، نشان مي

استفاده شده است.  "ب"و  "الف"از دو رويکرد 

شود که شعاع ابتدايي  فرض مي "الف"در رويکرد 

 "ب"و انتهايي پوسته مخروطي و در رويکرد 

شعاع ابتدايي و طول يال مخروط هنگام تغيير 

اشند. نتايج رويکرد بزاويه نيم رأس ثابت مي

دهد که با نشان مي 10و  9هاي در شکل "الف"

افزايش زاويه نيم رأس، فرکانس طبيعي تا مقدار 

ازآن روند کاهشي  يابد و پسمشخصي افزايش مي

گيرد. اين مطلب براي شرايط مرزي به خود مي

-تر ميتر مشهودگيردار و عدد موج پايين-گيردار

گيردار -رايط مرزي گيرداربراين، در ش باشد. علاوه

، حداکثر فرکانس سازه در زاويه نيم 3و عدد موج 

رأس کمتري نسبت به ساير شرايط مرزي رخ 

دهد. نکته مهم ديگر که در اين رويکرد مي

گيرد، اختلاف بسيار کم موردتوجه قرار مي

ها و کنندهشده با سختهاي سازه تقويتفرکانس

اويه نيم رأس کننده در زهاي بدون سختسازه

باشد که با افزايش زاويه نيم رأس اين کوچک مي

براين در عدد  شود. علاوه اختلاف محسوس مي

هاي بالا و زاويه نيم رأس کوچک، فرکانس موج

-شده کمتر از سازه تقويتبعد سازه تقويتبدون

شود. اين مطلب به طور عمده به اين  نشده مي

ي کوچک، هاشود که در زاويهحقيقت مربوط مي

کننده بيشتر از سهم نرخ افزايش اينرسي سخت

، در "الف"باشد. برخلاف رويکرد سختي آن مي

با افزايش زاويه نيم رأس، فرکانس  "ب"رويکرد 

طبيعي سازه براي هر سه عدد موج محيطي روند 

کاهشي خواهد داشت. اين مطلب براي شرايط 

آزاد نيز صادق -گيردار و گيردار-مرزي گيردار

هاي با باشد. همچنين اختلاف فرکانس سازهمي

کننده با افزايش زاويه کننده و بدون سختسخت

شود که اين مطلب را  نيم رأس مخروط کمتر مي

  "ب"هاي بالاتر در رويکرد توان در عدد موجمي

 مشاهده نمود. 10شکل 

 

 
 مخروط بر فرکانس طبيعی . تأثير زاویه نيم رأس9 شکل

شده و نشده برای شرایط مرزی  تقویتبعد سازه  بدون

 رویکرد ب(b) رویکرد الف، (a)  مختلف: 

 

 
مخروط بر فرکانس  . تأثير زاویه نيم رأس10 شکل

شده و نشده برای عدد  بعد سازه تقویت طبيعی بدون

 (a)موج مختلف و برای شرایط مرزی دو سر ساده: 

 رویکرد ب (b) رویکرد الف، 

 

هاي کنندهاد سختبا هدف بررسي تأثير تعد

مارپيچي و محيطي بر فرکانس طبيعي سازه، 

براي انواع شرايط مرزي رسم شده است.  11شکل 

نتايج اين شکل گوياي اين مطلب است که 

کننده هاي مخروطي با تعداد بيشتر سختپوسته

فرکانس طبيعي بدون بعد بالاتري نسبت به 

کننده هاي با تعداد کمتر يا بدون سختپوسته

در نمودارهاي رسم  وضوح بهارند. اين مطلب د

، مشاهده 3شده براي عدد موج محيطي بالاتر از 
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توان گفت که در عدد شود. به بياني بهتر مي مي

ها در کنندهموج محيطي بالاتر، سهم سخت

سختي خمشي سازه بيشتر از سختي پوسته 

باشد. اين در حالي است که در عدد موج  مي

ها در سختي کنندهسختمحيطي پايين، سهم 

باشد که اين خمشي کمتر از سختي پوسته مي

ها به افزايش جرم کنندهموضوع با افزايش سخت

شود.  سازه به جاي سختي سازه منجر مي

دهد که هاي بيشتر در اين شکل نشان مي بررسي

ها به کنندهبيشترين و کمترين اثر تعداد سخت

آزاد -گيردار گيردار و-ترتيب در شرايط مرزي آزاد

بالاتر،  است که در عدد موج ذکر قابلباشد. مي

هاي با اختلاف بين نتايج استخراجي در حالت

کننده به بيشترين مقدار خود تعداد متفاوت سخت

 رسد.  مي

 
های مارپيچی و کننده. تأثير تعداد سخت11 شکل

بعد سازه برای شرایط  محيطی بر فرکانس طبيعی بدون

 لفمرزی مخت

 یگیر . نتیجه7

هاي کامپوزيتي مخروطي ارتعاشات آزاد پوسته

شده با شبکه ناهمسان در اين کار بررسي  تقويت

شده است. با فرضيات تئوري مرتبه اول برشي و 

سازي، سختي معادل کل سازه و به  روش معادل

دنبال آن معادلات حاکم بر حرکت سازه ارائه شد. 

با روش تفاضل سپس رابطه مسئله مقادير ويژه 

مربعات استخراج شد و صحت و اعتبار نتايج 

 دييتأبا مقايسه با نتايج ساير محققان  آمده دست به

بعد و هاي طبيعي بدونشد. در ادامه فرکانس

تأثير پارامترهاي مختلف  شکل مودهاي سازه تحت

هندسي و مکانيکي براي شرايط مرزي مختلف 

به شرح زير  مدهآ دست بهنتايج  نيتر مهمارائه شد. 

 هستند:

سنجي نتايج، اين اطمينان را ايجاد صحت -1

کند که روش تفاضل مربعات کارآمدي مي

و سرعت همگرايي بالا در آناليز  قبول قابل

هاي کامپوزيتي ارتعاشات آزاد پوسته

 شده با شبکه مشبک ناهمسان، دارد؛ تقويت

هاي مشبک کنندهافزايش سطح مقطع تقويت -2

ش عدد موج محيطي متناظر با سبب کاه

 شود؛ فرکانس اصلي مي

هايي با شرايط مرزي دوسرگيردار يا در پوسته -3

ساده، حداکثر دامنه مودهاي اول و دوم سازه 

گاه با تقويت نشده متمايل به سمت تکيه

باشد، اين در حالي است که شعاع بزرگ مي

شده حداکثر دامنه به  هاي تقويتدر پوسته

ياني پوسته متمايل شده و سمت نقطه م

شود.  جايي سمت لبه کوچک بيشتر مي جابه

بنابراين تأثير شرايط مرزي لبه کوچک بر 

شده بيشتر از سازه فرکانس اصلي سازه تقويت

 باشد؛نشده ميتقويت

هاي بالا و زاويه نيم رأس در عدد موج -4

شده کمتر از کوچک، فرکانس سازه تقويت

شد. اين مطلب به طور بانشده ميسازه تقويت

شود که در عمده به اين حقيقت مربوط مي

هاي کوچک، نرخ افزايش اينرسي زاويه

-کننده بيشتر از سهم سختي آن ميسخت

 باشد؛
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، افزايش تعداد 3هاي بالاتر از در عدد موج -5

هاي پوسته مخروطي به افزايش کنندهسخت

ها در سختي خمشي سازه کنندهسهم سخت

شود که  ختي پوسته منجر مينسبت به س

نتيجه آن افزايش فرکانس طبيعي سازه مي

باشد. بيشترين و کمترين تأثير افزايش تعداد 

ها به ترتيب مربوط به شرايط کنندهسخت

 باشد؛آزاد مي-گيردار و گيردار-مرزي آزاد

ها در افزايش کنندهبيشترين تأثير تقويت -6

نيم فرکانس طبيعي سازه مربوط به زاويه 

 3درجه و عدد موج بالاتر  25هاي بالاتر  رأس

 باشد.مي

 . فهرست علائم

L
m 

tm

1Rm

2Rm

cbm

hbm

cAm2

hAm2

cn 

hn 

sN 

1E2E N/m2

12G23G

13G
N/m2

hE N/m2

hG N/m2

1221 

sh 

st 

 

st m





 . پیوست9

جايي، ماتريس سختي و ماتريس  بردار جابه

( 33( و )32هاي ) شده در رابطه جرم تعريف

 شوند: صورت تعريف مي به

(40) 
{𝑐}5𝑁×1 =

{
 
 

 
 
{𝑈}
{𝑉}

{𝑊}

{𝑋}
{Θ}}

 
 

 
 

,          

(41) 
[𝐾] =

[
 
 
 
 
𝑘11 𝑘12 𝑘13 𝑘14 𝑘15
𝑘21 𝑘22 𝑘23 𝑘24 𝑘25
𝑘31 𝑘32 𝑘33 𝑘34 𝑘35
𝑘41 𝑘42 𝑘43 𝑘44 𝑘45
𝑘51 𝑘52 𝑘53 𝑘54 𝑘54]

 
 
 
 

,          

(42) 
[𝑀] =

[
 
 
 
 
𝑚11 [0] [0] 𝑚14 [0]

[0] 𝑚22 [0] [0] 𝑚25

[0] [0] 𝑚33 [0] [0]

𝑚41 [0] [0] 𝑚44 [0]

[0] 𝑚52 [0] [0] 𝑚55]
 
 
 
 

,     

که عناصر غير صفر ماتريس جرم و سطر اول 

 باشند:ماتريس سختي به شکل زير مي

(43)  

𝑚11 = 𝑚22 = 𝑚33 = [𝐼0],   𝑚44 = 𝑚55

= [𝐼2],   𝑚14 = 𝑚25 = 𝑚41

= 𝑚52 = [𝐼1], 
𝑘11 = [𝐴11][𝐵] + [𝐴11] sin 𝛼 [𝑎1][𝐴]

− ([𝐴22] sin
2 𝛼

+ [𝐴66]𝑛
2)[𝑎2], 

𝑘12 = 𝑛([𝐴12] + [𝐴66])[𝑎1][𝐴]

− 𝑛([𝐴22] + [𝐴66]) sin 𝛼 [𝑎2], 

𝑘13 = [𝐴12] cos 𝛼 [𝑎1][𝐴] − 0.5 sin 2𝛼 [𝐴22][𝑎2], 

𝑘14 = [𝐵11][𝐵] + [𝐵11] sin 𝛼 [𝑎1][𝐴]

− ([𝐵22] sin
2 𝛼

+ [𝐵66]𝑛
2)[𝑎2], 

𝑘15 = 𝑛([𝐵12] + [𝐵66])[𝑎1][𝐴]

− 𝑛([𝐵22] + [𝐵66]) sin 𝛼 [𝑎2],  

 

,i)  [Bij]و  [Aij] در اين روابط j =

باشند که به دليل قطري مي هاي ماتريس(1,2,6

، xوابسته بودن ضرايب سختي به متغير مکاني 

 اين،  بر  اند. علاوهصورت ماتريسي نوشته شده به
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[a1] و [a2] باشند که نيز ماتريس قطري مي

 شوند: صورت زير تعريف مي به

( ) [𝑎1]𝑖𝑖 =
1

𝑅𝑖
,     [𝑎2]𝑖𝑖 =

1

𝑅𝑖
2,     
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