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𝑢(𝑟. 𝑧) = 𝑢0(𝑟) + 𝑧𝜑(𝑟) −   
4𝑧3

3ℎ2
[𝜑(𝑟) +

𝑤0.𝑟(𝑟)] 

𝑤(𝑟. 𝑧) = 𝑤0(𝑟) 

uw

𝑢0𝑤0

𝜑(𝑟)r

 

{휀(0)} = {

휀𝑟𝑟
(0)

휀𝜃𝜃
(0)

𝛾
𝑟𝜃

(0)

} = {

𝑢0.𝑟 +
1

2
(𝑤0.𝑟)2

𝑢0

𝑟

0

}

{휀(1)} = {

휀𝑟𝑟
(1)

휀𝜃𝜃
(1)

𝛾
𝑟𝜃

(1)

} = {


.𝑟


𝑟

0

}

{휀(3)} = {

휀𝑟𝑟
(3)

휀𝜃𝜃
(3)

𝛾𝑟𝜃
(3)

} = −𝑐1 {


.𝑟

+ 𝑤0.𝑟𝑟


𝑟
+

𝑤0.𝑟

𝑟

0

}

{𝛾(0)} = {
𝛾𝜃𝑧

(0)

𝛾𝑟𝑧
(0)

} = {
0

𝜑 + 𝑤0.𝑟
} 

{𝛾(2)} = {
𝛾𝜃𝑧

(2)

𝛾𝑟𝑧
(2)

} = −𝑐2 {
0

𝜑 + 𝑤0.𝑟
}         

𝑐1 = 4 (3ℎ2)⁄𝑐2 = 3𝑐1

 

Π

=
1

2
∑ ∬ {[

휀(0)𝛼

휀(1)𝛼

휀(3)𝛼

]

𝑇

[
𝐴𝛼 𝐵𝛼 𝐸𝛼

𝐵𝛼 𝐷𝛼 𝐹𝛼

𝐸𝛼 𝐹𝛼 𝐻𝛼
] [

휀(0)𝛼

휀(1)𝛼

휀(3)𝛼

]

 

𝑆𝛼

𝑖𝑖𝑖

𝛼=𝑖

+ [
𝛾(0)𝛼

𝛾(2)𝛼
]

𝑇

[𝐴𝛼′ 𝐷𝛼′

𝐷𝛼′ 𝐹𝛼′] [
𝛾(0)𝛼

𝛾(2)𝛼
]} 𝑑𝑆𝛼

 − ∑ ∬ 𝑞(𝑟)𝑤0
𝛼𝑑𝑆𝛼

 

𝑆𝛼

𝑖𝑖

𝛼=𝑖

ABD

EF

H

(𝐴𝑖𝑗 . 𝐵𝑖𝑗 . 𝐷𝑖𝑗 . 𝐸𝑖𝑗 . 𝐹𝑖𝑗 . 𝐻𝑖𝑗)

= ∑ ∫ �̅�𝑖𝑗
(𝑘)(1. 𝑧. 𝑧2. 𝑧3. 𝑧4. 𝑧6)𝑑𝑧.  𝑖. 𝑗

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1.2.6

(𝐴′𝑖𝑗 . 𝐷′𝑖𝑗 . 𝐹′𝑖𝑗)

= ∑ ∫ �̅�𝑖𝑗
(𝑘)(1. 𝑧2. 𝑧4)𝑑𝑧.   𝑖. 𝑗 = 4.5

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

a

δ𝑛𝛼

 . رشد تورق در جهت شعاعي2شکل 

-

δ𝑛𝛼δ𝑆𝛼

 

𝛿Π = ∑ ∬ {𝑁𝑟
𝛼𝛿 (𝑢0.𝑟

𝛼 +
1

2
(𝑤0.𝑟

𝛼 )2) +
 

𝑆𝛼

𝑖𝑖𝑖
𝛼=𝑖

𝑁𝜃
𝛼𝛿 (

𝑢0
𝛼

𝑟
) +  𝑀𝑟

𝛼𝛿(𝜑.𝑟
𝛼) + 𝑀𝜃

𝛼𝛿 (
𝜑𝛼

𝑟
) −

𝑐1
𝛼𝑃𝑟

𝛼𝛿(𝜑.𝑟
𝛼 + 𝑤0.𝑟𝑟

𝛼 ) −  𝑐1
𝛼𝑃𝜃

𝛼𝛿 (
𝜑𝛼

𝑟
+

𝑤0.𝑟
𝛼

𝑟
) +

𝑄𝑟
𝛼𝛿(𝜑 

𝛼 + 𝑤0.𝑟
𝛼 ) − 𝑐2

𝛼𝑅𝑟
𝛼𝛿(𝜑 

𝛼 + 𝑤0.𝑟
𝛼 )}𝑑𝑆𝛼 +

1

2
∑ ∮ {𝑁𝑟

𝛼 (𝑢0.𝑟
𝛼 +

1

2
(𝑤0.𝑟

𝛼 )2) +
 

𝐶𝛼

𝑖𝑖𝑖
𝛼=𝑖

𝑁𝜃
𝛼 (

𝑢0
𝛼

𝑟
) + 𝑀𝑟

𝛼(𝜑.𝑟
𝛼) + 𝑀𝜃

𝛼 (
𝜑𝛼

𝑟
) −

𝑐1
𝛼𝑃𝑟

𝛼(𝜑.𝑟
𝛼 + 𝑤0.𝑟𝑟

𝛼 ) − 𝑐1
𝛼𝑃𝜃

𝛼 (
𝜑𝛼

𝑟
+

𝑤0.𝑟
𝛼

𝑟
) +

α α
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𝑄𝑟
𝛼(𝜑 

𝛼 + 𝑤0.𝑟
𝛼 ) −

𝑐2
𝛼𝑅𝑟

𝛼(𝜑 
𝛼 + 𝑤0.𝑟

𝛼 )}𝛿𝑛𝛼𝑑𝐶𝛼 −

∑ ∬ 𝑞(𝑟)𝛿𝑤0
𝛼 

𝑆𝛼
𝑑𝑆𝛼

𝑖𝑖
𝛼=𝑖 −

∑ ∮ 𝑞(𝑟)𝑤0
𝛼𝛿𝑛𝛼𝑑𝐶𝛼

 

𝐶𝛼

𝑖𝑖
𝛼=𝑖

BE

NMP

QR

𝑤0
𝛼(𝑟) 

𝑤0,𝑟
𝛼 (𝑟)𝜙𝛼(𝑟)

𝑟 = 𝑎

ℎ𝑖𝑖

𝑢𝑖(𝑟, 𝑧) =

𝑢𝑖𝑖(𝑟, 𝑧)𝑢𝛼(𝑟, 𝑧)



ℎ𝑖𝑖𝑖𝑢𝑖(𝑟, 𝑧) =

𝑢𝑖𝑖𝑖(𝑟, 𝑧)

𝑤0
𝑖 (𝑅) = 0

𝑤0.𝑟
𝑖 (𝑅) = 0 

𝜑𝑖(𝑅) = 0 

𝑢0
𝑖 (𝑅) = 0 

𝑤0
𝑖 (𝑎) = 𝑤0

𝑖𝑖(𝑎) = 𝑤0
𝑖𝑖𝑖(𝑎)

𝑤0.𝑟
𝑖 (𝑎) = 𝑤0.𝑟

𝑖𝑖 (𝑎) = 𝑤0.𝑟
𝑖𝑖𝑖 (𝑎) 

𝜑𝑖(𝑎) = 𝜑𝑖𝑖(𝑎) = 𝜑𝑖𝑖𝑖(𝑎) 

𝑢 
𝑖(𝑎. 𝑧) = 𝑢 

𝑖𝑖(𝑎. 𝑧) 

𝑢 
𝑖(𝑎. 𝑧) = 𝑢 

𝑖𝑖𝑖(𝑎. 𝑧) 

𝑤0.𝑟
𝑖𝑖 (0) = 𝑤0.𝑟

𝑖𝑖𝑖 (0) = 0

𝜑𝑖𝑖(0) = 𝜑𝑖𝑖𝑖(0) = 0 

𝑢 
𝑖𝑖(0) = 𝑢 

𝑖𝑖𝑖(0) = 0 

𝛿𝑢0
𝛼: −

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑁𝑟

𝛼) + 𝑁𝜃
𝛼 = 0

𝛿𝑤0
𝛼: −

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑁𝑟

𝛼𝑤0.𝑟
𝛼 ) − 𝑐1

𝛼 𝑑2

𝑑𝑟2
(𝑟𝑃𝑟

𝛼) +

𝑐1
𝛼 𝑑𝑃𝜃

𝛼

𝑑𝑟
−     

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑄𝑟

𝛼) + 𝑐2
𝛼 𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑅𝑟

𝛼) =

𝑆𝛼𝑟𝑞(𝑟)

𝛿𝜑𝛼: −
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑀𝑟

𝛼) + 𝑀𝜃
𝛼 + 𝑐1

𝛼
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑃𝑟

𝛼) 

−𝑐1
𝛼𝑃𝜃

𝛼 + 𝑟𝑄𝑟
𝛼 −  𝑐2

𝛼𝑟𝑅𝑟
𝛼 = 0

S

 

𝑆𝛼 = {
1    𝛼 = 𝑖  𝑖𝑖

0     𝛼 = 𝑖𝑖𝑖

𝛿𝑢𝑟
𝑖 : 𝑁𝑟

𝑖 − 𝑁𝑟
𝑖𝑖 − 𝑁𝑟

𝑖𝑖𝑖 = 0

𝛿𝑤0
𝑖 : 𝑁𝑟

𝑖𝑤0.𝑟
𝑖 +

𝑐1
𝑖

𝑟

𝑑(𝑟𝑃𝑟
𝑖)

𝑑𝑟
−

𝑐1
𝑖

𝑟
𝑃𝜃

𝑖 + 𝑄𝑟
𝑖 − 𝑐2

𝑖 𝑅𝑟
𝑖

− (𝑁𝑟
𝑖𝑖𝑤0.𝑟

𝑖𝑖 +
𝑐1

𝑖𝑖

𝑟

𝑑(𝑟𝑃𝑟
𝑖𝑖)

𝑑𝑟
−

𝑐1
𝑖𝑖

𝑟
𝑃𝜃

𝑖𝑖 + 𝑄𝑟
𝑖𝑖

− 𝑐2
𝑖𝑖𝑅𝑟

𝑖𝑖)

− (𝑁𝑟
𝑖𝑖𝑖𝑤0.𝑟

𝑖𝑖𝑖 +
𝑐1

𝑖𝑖𝑖

𝑟

𝑑(𝑟𝑃𝑟
𝑖𝑖𝑖)

𝑑𝑟
−

𝑐1
𝑖𝑖𝑖

𝑟
𝑃𝜃

𝑖𝑖𝑖 + 𝑄𝑟
𝑖𝑖𝑖

− 𝑐2
𝑖𝑖𝑖𝑅𝑟

𝑖𝑖𝑖) = 0

𝛿𝜑𝑖: 𝑀𝑟
𝑖 − 𝑀𝑟

𝑖𝑖 − 𝑀𝑟
𝑖𝑖𝑖 − 𝑐1

𝑖 𝑃𝑟
𝑖 + 𝑐1

𝑖𝑖𝑃𝑟
𝑖𝑖

+𝑐1
𝑖𝑖𝑖𝑃𝑟

𝑖𝑖𝑖 − (𝛼𝑖𝑖𝑁𝑟
𝑖𝑖 + 𝛼𝑖𝑖𝑖𝑁𝑟

𝑖𝑖𝑖) = 0 

𝛿𝑤0.𝑟
𝑖 : −𝑐1

𝑖 𝑃𝑟
𝑖 + 𝑐1

𝑖𝑖𝑃𝑟
𝑖𝑖 + 𝑐1

𝑖𝑖𝑖𝑃𝑟
𝑖𝑖𝑖 

+(𝛽𝑖𝑖𝑁𝑟
𝑖𝑖 + 𝛽𝑖𝑖𝑖𝑁𝑟

𝑖𝑖𝑖) = 0

𝛿𝑛

𝛿𝑛

𝐺𝛼 = 𝑁𝑟
𝛼 (

𝑢0.𝑟
𝛼

2
+

3

4
(𝑤0.𝑟

𝛼 )2) −
𝑁𝜃

𝛼

2
(

𝑢0
𝛼

𝑟
) +

𝑀𝑟
𝛼

2
(𝜑.𝑟

𝛼) −
𝑀𝜃

𝛼

2
(

𝜑 
𝛼

𝑟
) −

𝑐1
𝛼

2
𝑃𝑟

𝛼(𝜑.𝑟
𝛼 + 𝑤0.𝑟𝑟

𝛼 ) +

𝑐1
𝛼

2
𝑃𝜃

𝛼 (
𝜑 

𝛼

𝑟
−

𝑤0.𝑟
𝛼

𝑟
) −

𝑄𝑟
𝛼

2
(𝜑 

𝛼 − 𝑤0.𝑟
𝛼 ) +

𝑐1
𝛼

2
𝑅𝑟

𝛼(𝜑 
𝛼 − 𝑤0.𝑟

𝛼 ) +
𝑐1

𝛼

𝑟

𝑑(𝑟𝑃𝑟
𝛼)

𝑑𝑟
𝑤0.𝑟

𝛼 −

𝑆𝛼𝑞(𝑟)𝑤0
𝛼
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𝐺 = 𝐺𝑖 − 𝐺𝑖𝑖 − 𝐺𝑖𝑖𝑖

𝑁[𝑝(𝑟)] = 0

N𝑝(𝑟)r

Η[𝜙(𝑟; 𝑞); 𝑝0(𝑟). 𝐻(𝑟). ℏ. 𝑞] = (1 −

𝑞){𝐿[𝜙(𝑟; 𝑞) − 𝑝0(𝑟)]} − 𝑞ℏ𝐻(𝑟)𝑁[𝜙(𝑟; 𝑞)]

𝑝0(𝑟) 𝑝(𝑟)ℏ

𝐻(𝑟)L

q

(1 − 𝑞){𝐿[𝜙(𝑟; 𝑞) − 𝑝0(𝑟)]} =

𝑞ℏ𝐻(𝑟)𝑁[𝜙(𝑟; 𝑞)]

𝑞 

𝜙(𝑟; 0) = 𝑝0(𝑟)q

ℏ

𝐻(𝑟)𝜙(𝑟; 1) = 𝑝(𝑟)

m

𝑝(𝑟)

𝑝𝑚(𝑟) =
1

𝑚!

𝜕𝑚𝜙(𝑟; 𝑞)

𝜕𝑞𝑚
|

𝑞=0

𝑝(𝑟)

𝑝(𝑟) ≈ ∑ 𝑝𝑘(𝑟)𝑚
𝑘=0

𝑝𝑚(𝑟)

𝐿[𝑝𝑚(𝑟)] = 𝜒𝑚𝐿[𝑝𝑚−1(𝑟)] 

+ℏ𝐻(𝑟)𝑅𝑚(�⃗�𝑚−1(𝑟). 𝑟)

𝜒𝑚𝑅𝑚

𝜒𝑚 = {
0 𝑚 ≤ 1
1 𝑚 > 1

𝑅𝑚(�⃗�𝑚−1(𝑟). 𝑟)

=  
1

(𝑚 − 1)!
{

𝜕𝑚−1

𝜕𝑞𝑚−1
𝑁 [∑ 𝑝𝑛(𝑟)𝑞𝑛

+∞

𝑛=0

]}|

𝑞=0

    

𝑝𝑚(𝑟)

𝐿[𝑝𝑚(𝑟)]

𝑝(𝑟)

 

𝑝𝑘(𝑟)

𝑝𝑘(𝑟) = ∑ 𝜆𝑖𝐿𝑖(𝑟)

𝑁

𝑖=0

𝐿𝑖(𝑟)i𝜆𝑖

𝐿[𝑝𝑚(𝑟𝑗)] = 𝜒𝑚𝐿[𝑝𝑚−1(𝑟𝑗)]

+ ℏ𝐻(𝑟𝑗)𝑅𝑚 (�⃗�𝑚−1(𝑟𝑗)).

 𝑗 = 0.1.∙∙∙. 𝑀

𝑟𝑗

𝜆𝑖
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ii

ii

 [13ک مواد ]يخواص الاست .1جدول 

12
G12 

(GPa)
E2 (GPa)E1 (GPa) 

shell

S4R

ii

𝑞0 = 57𝐾𝑃𝑎

 شده در نرم افزار آباکوس يسازهيشب ک صفحهي. شمات3شکل 

شکل تحت  يدايروي با تورق دايره . جابجايي عرضي صفحه4شکل 

 بارگذاري فشاري

 

ii

iiiiii

a

R

ii

𝑞∗ = 𝑎4𝑞0 (𝐷11
𝑖𝑖 ℎ𝑖𝑖)⁄𝑊∗ = 𝑤0

𝑖𝑖(0) ℎ𝑖𝑖⁄

ii

ي دايروي برحسب صفحه iiنمودار جابجايي عرضي مرکز ناحيه  .5شکل 

 بارگذاري فشاري.
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𝑞∗ = 60

𝑞∗ = 180

𝑊∗

𝑞∗ = 60

 

 حل يهان روشيدرصد اختلاف ب .2جدول 
W* 

q*
% FEM%SHAMRef[15]

 شبکه يينمودار همگرا .6شکل 

ℏ

ℏ

iiℏ

ℏ

ℏ = −0.28

𝐻(𝑟)𝐻(𝑟) = 𝐻𝑎𝑟3𝑡𝑎𝑛ℎ(�̂�)

�̂� = 20𝜋𝑞0 106⁄𝐻𝑎

ii

�̂� = 𝑤0
𝑖𝑖(𝑟) ℎ𝑖𝑖⁄𝜌 = 𝑟 𝑅⁄

𝑞∗ = 60

𝜌 = 0

بر حسب شعاع ناحيه تحت  iiنمودار جابجايي عرضي ناحيه  .7شکل 

 بارگذاري فشاري.

𝐺∗ =

𝐺𝑅4 (𝐷11
𝑖 ℎ𝑖

2)⁄𝜌0 = 𝑎 𝑅⁄

�̌� = 𝑞0𝑅4 (𝐷11
𝑖 ℎ𝑖)⁄

ℎ𝑖𝑖 ℎ𝑖⁄ = 10 41⁄

 
 نمودار تغييرات نرخ رهايش انرژي کرنشي بر حسب شعاع تورق. 8شکل 
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𝐺∗

�̌� = 4.5𝜌0 = 0.6

 ش انرژي بر حسب عمق تورق.نمودار تغييرات نرخ رهاي .9شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ii

ρ = 0 

 ii
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 ii

 

 

 

 

 

 

 

 

Rm

am 

qPa 

GPam 

W*ii 

q* ii

G*  

him 

hiiiim 

hiiiiiim

Ŵii 

q
 





τPa

σPa

ρ

0ρ

πJ
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8. Embedded parameter  

9. Zero-order deformation equation 

10. Orthogonal collocation method 

11. Laguerre orthogonal polynomial 

12. Chebyshev orthogonal polynomial 
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