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 دهیچک

به منظور  ییهوافضا لیپرواز وسا یسازی مسيرها بهينه  یبرا یدیجد کردیدر مقاله حاضر، رو

سازی مسير با  مسئله بهينه کرد،یرو نیگردد. در ا و اجتناب از عوارض زمين ارائه می بيتعق

کنترل  بعدی در دستگاه مختصات سرعت و در قالب یك مسئله  استفاده از معادلات حرکت سه

. روش حل استفاده شود یحل م یبيترک ميو با یك روش مستق دهیزمان تعریف گرد نهبهينه کمي

و  یليفرانسید یهموار ،یرخطيغ یزیر برنامه م،يمستق ینشان هم یها از روش یبيشده، ترک

معادلات  ،یليفرانسید یروش، با استفاده از هموار نی. در اباشد یم نیلاياسپ یب یها یمنحن

 انيحالت ب یرهايممکن و با حداقل تعداد متغ یابعاد یفضا نیدر کمتر ئلهحاکم بر مس یکينامید

زده شده و نقاط  بیمناسب تقر نیلاياسپ یب یها یحالت با منحن یرهايمتغ ن،ي. همچنگردند یم

در نظر  یرخطيغ یزیر گسسته مسئله برنامه یساز نهيبه یرهايبه عنوان متغ ها، یمنحن نیکنترل ا

 كينامید یزمان برمبنا نهيپرواز کم یرهايمس ،یشنهاديپ کردیاز رو استفاده. با شوند یگرفته م

 کردیرو نیحل، از ا یسرعت و دقت بالا ليبه دل. ندیآ یبدست م یاتيو عمل یکیزيف وديمسئله و ق

در مدل استفاده نمود.  نيب شيکنترل پ یبرخط در ساختارها نهيبه یرهايمس ديتول یبرا توان یم

ارائه و حل  یمثال عدد كی ،یشنهاديپ کردیرو یها تيو قابل ها یژگیدادن و نشان یمقاله، برا نیا

 .شود یم

 واژگان کلیدی

 .همواری دیفرانسيلی م،يمستق ینشان سازی مسير، هم بهينه نه،يزمان کم ن،يو اجتناب از عوارض زم بيتعق

 مقدمه. 1

و وسايل هوايي بدون سرنشين  ، پهپادهاها موشكهواپيماها، پرواز 

كم و نزديك به سطح زمين، ضمن ايجاد شرايط مطلوب  در ارتفاع 

شدن اين وسايل در ميان عوارض زمين و عدم  پنهان براي 

باشد.  مي هاي گوناگوني مواجه  رهگيري توسط دشمن، با چالش

به مناطق پرخطر و  عدم برخورد با عوارض زمين، پرهيز از نزديكي 

اي  هاي مانوري و سازه مسيرهاي هموار مطابق با قابليتتعيين 

اساس، تعيين مسير  هستند. براين ها چالش اين جمله وسيله از

و مورد اهميت  بسيار باشرايط مذكور،  بهينه پرواز با درنظرگرفتن 

  . باشد مي توجه
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 كرديدو رو ن،يبا عوارض زم ليدر مواجهه وسا ،يبه طور كل

در  .2و اجتناب از عوارض 1عوارض بيعق: تشود يمطرح م يكل

با حداقل ارتفاع  كند يتلاش م لهيوس( TF) عوارض بيتعق

 بيعوارض را تعق ليعوارض عبور كرده و پروف ياز رو يمشخص

رخ  لهيحركت وس يعموماً در صفحه عمود نديفرآ نيكه ا دينما

تا با  كند يتلاش م لهيوس( TA) . در اجتناب از عوارضدهد يم

از برخورد با عوارض اجتناب كرده و عوارض را دور  ريمس رييتغ

رخ  لهيحركت وس يعموماً در صفحه افق نديفرآ نيبزند كه ا

سه  يمشخص در فضا يبتواند با مانور لهي. حال اگر وسدهد يم

 كردياز دو رو يبيعملاً ترك د،يعبور نما نياز عوارض زم ،يبعد

 كرد.را تجربه خواهد  (TF/TA) مذكور

توان  سازي مسير عبور وسايل از عوارض زمين، مي بهينهبا 

كردن زمان، سوخت  اي )نظير كمينهاين عبور را با رخداد بهينه

هاي  تا كنون روشمصرفي يا تلاش كنترلي( همراه نمود. 

 عبور از عوارض زمينبراي  گوناگوني براي تعيين مسيرهاي بهينه 

 هاي هندسي روش ه توان ب آن جمله مي پيشنهاد شده است كه از

هاي مبتني بر  روش ،  [2] نقشه جاده هاي مبتني بر ، روش [1]

اشاره  [4] كنترل بهينه بر هاي مبتني  و روش   [3] تجزيه سلولي

كنترل بهينه نيستند، روال كار  هايي كه مبتني بر  نمود. در روش

ابتدا، مسيرهاي ممكن متناسب  باشد كه  عموماً به اين صورت مي

گيري  گردند. سپس، با بهره مي مين شناسايي ز وانع و عوارضم با

، 3ريزي پويا و دايجسترا برنامه سازي نظير  هاي بهينه از الگوريتم

شود. در  شده تعيين مي شناسايي مسير بهينه از ميان مسيرهاي 

هاي مختلف به  استفاده از منحني نهايت، با هموارسازي مسير با 

ممكن براي وسيله، مسير بهينه نهايي  و  منظور تأمين پرواز ايمن

هاي مبتني بر كنترل بهينه، تمامي  در روش  آيد. بدست مي

هاي پيشين نظير تعيين مسيرهاي ممكن،  روش فرآيندهاي 

بهينه و هموارسازي مسير در قالب حل يك مسئله  انتخاب مسير 

پذيرد.  بهينه به بهترين شكل و به صورت يكجا انجام مي كنترل 

مسئله تكيه  و سينماتيك هاي پيشين بيشتر بر هندسه روش 

هاي مبتني بر كنترل بهينه، سينماتيك و  روش كنند، اما در  مي

گيرند و امكان  بطور همزمان مدنظر قرار مي ديناميك مسئله 

گوناگون، مرزبندي متغيرهاي حالت و كنترل و  اعمال قيود 

  باشد. يچيده فراهم ميبراساس توابع هدف متنوع و پ سازي  بهينه

برخي از محققان با تعريف مسئله كنترل بهينه عبور از 

بعدي و با معادلات حركت شش درجه  عوارض در فضاي سه

هاي حل گوناگون توليد  دقيقي را با روش آزادي، مسيرهاي بهينه

. اما به واسطه دشواري فرآيند حل و نيز زمان بالاي  [6،5] اند نموده

در  اي هاي بهينه چنين مسيرها و كنترلاز توان  حل، نمي

استفاده كرد. در واقع، اينگونه  4ساختارهاي حلقه بسته برخط

مسيرها به صورت حلقه باز قابل استفاده بوده و براي عوارض، 

  شده قابل استفاده هستند.  تعيين ها، اهداف و قيود از پيش مأموريت

ل ديناميكي سازي مد در مقابل، گروهي از محققان با ساده

اند زمان حل مسئله كنترل بهينه را كاهش داده و زمينه را  توانسته

 گيري برخط از مسيرهاي بهينه توليدي فراهم كنند. اين براي بهره

اي(  درنظرگرفتن حركت دوبعدي )صفحه سازي عموماً با ساده

يافته اين  . در شكل توسعه [8،7] پذيرفته است وسايل صورت

صفحات حركت وسايل و توليد مسيرهاي بهينه  رويكرد، با تفكيك

بعدي  اي و تلفيق و تركيب برخط آنها، مسيرهاي بهينه سه صفحه

 . [9] اندبدست آمده

در  نيعبور از عوارض زم نهيمقاله حاضر، مسئله كنترل به در

و بدون هرگونه  گردد يم فيتعر يبعد سه يكيناميقالب معادلات د

. به منظور شود يصفحات حركت، حل م كيو تفك يساز ساده

 يها و كنترل رهاياستفاده از مس يلازم برا طينمودن شرا فراهم

 كيمسئله مذكور با  ،حلقه بسته يدر ساختارها يديتول نهيبه

. اين شود يبا دقت و سرعت بالا حل م ديجد يبيترك كرديرو

 فضاي براي كاهش  5مبتني بر همواري ديفرانسيلي يبيرويكرد ترك

مسير پرواز  براي تقريب  6اسپيلاين هاي بي ي مسئله و منحنيابعاد

مسير در نقاط  باشد. در اين رويكرد، معادلات حالت و قيود  مي

گردند و نقاط  هاي زماني( مشخص اعمال مي )گره 7يننشا هم

اسپيلاين به عنوان متغيرهاي گسسته  هاي بي كنترل منحني 

رويكرد، مسئله  اين با استفاده از . شوند درنظرگرفته مي سازي  بهينه

شده و به  8ريزي غيرخطي يك مسئله برنامه به كنترل بهينه تبديل 

شديد تعداد  با كاهش  كرد،گردد. اين روي صورت دقيق حل مي

سازي  بهينه سازي، امكان حل سريع مسائل  متغيرها و قيود بهينه

 يگسستگ رغميمسير را به صورت برخط فراهم نموده و عل

  گردد. منجر مي يو هموار وستهيپ ريبه مس ،يساز نهيبه يرهايمتغ

منظور تعريف مسئله و تشريح رويكـرد جديد، مقاله حاضر  به

در بخش دوم، معادلات   گرديده است: به صورت زير سازماندهي 

و عوارض زمين ارائه  لهيحركت وس حاكم بر مسئله شامل معادلات 

 تيمعادلات حاكم و مأمورشود. در بخش سوم، براساس  مي

عوارض زمين تعريف  زسازي مسير عبور ا مسئله بهينه موردنظر، 
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 ريمس يساز نهيحل مسائل به يجديد برا يبيگردد. رويكرد ترك مي 

حل  نديشود. در بخش پنجم، فرآ در بخش چهارم شرح داده مي

. به منظور گردد يم انيب ديجد كرديمسئله عبور از عوارض با رو

يك مثال  ،يشنهاديهاي رويكرد پ و قابليت ها يژگيدادن و نشان

 ت،ي. در نهاشود يششم مطرح و حل م خشب عددي در 

  .گردد يدر بخش هفتم ارائه م قيتحق نيگيري حاصل از ا نتيجه

 معادلات حاكم. 2

عبور وسايل هوافضايي از سازي مسير  براي بهينهدر مقاله حاضر، 

 اي در نقطه درجه آزادي جرم از معادلات حركت سه عوارض زمين،

 : [10] نماييم دستگاه مختصات سرعت استفاده مي

(1) �̇� =
𝑇−𝐷

𝑚
− 𝑔sin𝛾  

(2) �̇� =
𝐿cos𝛽

𝑚𝑉
+ cos𝛾 (

𝑉

𝑟
−

𝑔

𝑉
)  

(3) �̇� =
𝐿sin𝛽

𝑚𝑉cos𝛾
  

(4) �̇� = 𝑉cos𝛾cos𝜓  

(5) �̇� = 𝑉cos𝛾cos𝜓  

(6) �̇� = 𝑉sin𝛾  

 𝜓زاويه مسير پرواز،  𝛾، وسيله سرعت 𝑉در معادلات فوق، 

فاصله وسيله  𝑟ارتفاع،  𝑧برد عرضي،  𝑦برد طولي،  𝑥زاويه سمت، 

نيروي  𝑇شتاب جاذبه زمين،  𝑔، وسيله جرم 𝑚از مركز زمين، 

به ترتيب  𝐿و  𝐷 ،معادلاتاين باشد. در  زاويه رول مي 𝛽تراست و 

باشند كه مقادير  سيله ميبيانگر نيروهاي درگ و ليفت وارده بر و

 باشند: آنها در هر لحظه با معادلات زير قابل محاسبه مي

(7) 𝐷 = 0.5𝐶𝐷𝑆𝜌𝑉2 

(8) 𝐿 = 0.5𝐶𝐿𝑆𝜌𝑉2 

(9) 𝐶𝐷 = 𝑏2𝛼
2 + 𝑏1𝛼 + 𝑏0 

(10) 𝐶𝐿 = 𝑎1𝛼 + 𝑎0 

چگالي هوا،  𝜌سطح مرجع آيروديناميكي،  𝑆درمعادلات فوق، 

𝐶𝐷  ،ضريب درگ𝐶𝐿  ضريب ليفت و𝛼 باشد.  زاويه حمله مي

ضرايب درگ  يينبراي تع 𝑎1و  𝑏0 ،𝑏1 ،𝑏2 ،𝑎0همچنين، ضرايب 

 گيرند.  مي تفاده قراراس و ليفت مورد

با توجه به پرواز وسايل در ارتفاع كم در اين مقاله، لزومي به 

هاي جاذبه و اتمسفر براي محاسبه مقادير شتاب  گيري از مدل بهره

توان از مقادير آنها در  زمين و چگالي هوا وجود ندارد و مي جاذبه

 سطح زمين استفاده نمود.

شده، بردارهاي حالت و كنترل به صورت زير  در معادلات بيان

 :شوند در نظر گرفته مي

(11) x⃗ = [𝑉  𝛾  𝜓  𝑥  𝑦  𝑧] 

(12) u⃗ = [𝛼  𝛽] 

( 𝑎𝑣𝑐را در قالب فرامين شتاب عمودي ) هاكنترلبخواهيم  اگر

اين فرامين را ( بر وسيله اعمال نماييم، 𝑎ℎ𝑐افقي ) شتاب و

 :بدست آوريماز معادلات زير توانيم  مي

(13) 𝑎𝑣𝑐 =
𝐿cos𝛽

𝑚
 

(14) 𝑎ℎ𝑐 =
𝐿sin𝛽

𝑚
 

 از تقريب نمايي زير توان عوارض زمين، مي سازيمدلبراي 

 : [4] استفاده نمود

(15) 𝑍𝑇(𝑥,𝑦) = 𝐴𝑒−(𝑥2+𝑦2) 

 𝐴و  (𝑥,𝑦)ارتفاع عارضه زمين در نقطه  𝑍𝑇در معادله فوق، 

 عوارض كلي نماي، 1شكل  باشد. در بيشينه ارتفاع عارضه مي

  .است شده  داده نشان( 15) معادله با توليدي

 

 
مدل عمومی یک عارضه. 1شکل   

 

بعدي  سازي مسير عبور از عوارض زمين در فضاي سه مسئله بهينه

توان براساس توابع هدف  را مي( TF/TA)با رويكرد تركيبي 

نمودن زمان عبور از  گوناگوني تعريف نمود. در مقاله حاضر، كمينه

باشد.  هدف مدنظر ميموانع و عوارض زمين به عنوان تابع 

 اساس، تابع هدف به صورت زير خواهد بود: براين

(16) 𝐹 = 𝑡𝑓 

در طول بايد  كهباشد  زمان نهايي مسئله مي 𝑡𝑓، در رابطه فوق

 كمينه گردد.سازي،  فرآيند بهينه
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همان معادلات حركت  ،معادلات حالت براي اين مسئله

باشند و متغيرهاي  مي(( 6( تا )1شده در بخش دوم )معادلات ) بيان

( و 11شده در معادلات ) بردارهاي بيان ،حالت و كنترل اين مسئله

 باشند. ( مي12)

توان متغيرهاي حالت و كنترل را در  در مسئله حاضر، مي

قبول به صورت زير مرزبندي نمود: هاي عملياتي و قابل  محدوده
 

 

(17) 𝑙𝑏𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑏𝑖 

ي متغيرهاي بالا مرز 𝑢𝑏𝑖مرز پايين و  𝑙𝑏𝑖، فوق در رابطه

 باشد. مي حالت و كنترل

اي  توان قيود نقطه ، ميموردنظر سازي مسير براي مسئله بهينه

و مسيري گوناگوني تعريف نمود. در مقاله حاضر، شرايط مرزي 

 گردند: اي به صورت زير اعمال مي مسئله در قالب قيود نقطه

(18) 

𝐶5 ∶  𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥𝑓 𝐶1 ∶  𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

𝐶6 ∶  𝑦(𝑡𝑓) = 𝑦𝑓 𝐶2 ∶  𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

𝐶7 ∶  𝑧(𝑡𝑓) = 𝑧𝑓 𝐶3 ∶  𝑧(𝑡0) = 𝑧0 

 𝐶4 ∶  𝑉(𝑡0) = 𝑉0 

توان در قالب  ميزان مجاز فاصله وسيله از عوارض زمين را مي

 يك قيد مسيري نامساوي بر مسئله اعمال نمود:

(19) 𝐶𝑃1 ∶  𝑧 − 𝑍𝑇 ≥ ℎ𝑎𝑙𝑙 

 باشد. كمينه ارتفاع مجاز از عوارض زمين مي ℎ𝑎𝑙𝑙كه در آن، 

توان براي  اي وسيله، مي هاي سازه براي اعمال محدوديت

 هاي عمودي و افقي نيز قيود مسيري درنظرگرفت: فرامين شتاب

(20) 𝐶𝑃2 ∶  𝑎𝑣𝑐 ≤ 𝑎𝑣𝑎𝑙𝑙 

(21) 𝐶𝑃3 ∶  𝑎ℎ𝑐 ≤ 𝑎ℎ𝑎𝑙𝑙 

، (𝐶𝑃𝑖)مسيري  ( و𝐶𝑖)اي  ، قيود نقطه(𝐹)با تعريف تابع هدف 

(، [𝑡𝑓,0]((، بازه زماني )6( تا )1معادلات حالت )معادلات )

و مرزبندي آنها،  ((12( و )11متغيرهاي حالت و كنترل )معادلات )

 شده است. مشخصسازي مسير  مسئله بهينهاجزاي مختلف عملاً 

 یلیفرانسید یهموار یبرمبنا ریمس یساز نهیبه. 4

عبور از عوارض زمين  سازي مسير بهينهدر بخش پيشين، مسئله 

در زمان كمينه تعريف گرديد. در اين بخش، با ارائه يك رويكرد 

 حلخواهد شد.جديد، اين مسئله 

 سازي ينهبهطور كلي، سه روش متداول براي حل مسائل ه ب

( وجود دارد كه عبارتند از: روش غيرمستقيم، كنترل بهينه) يرمس

 يها روش يرنشاني مستقيم. سا روش پرتاب مستقيم و روش هم

در  سه روش هستند. ينا يرمجموعهز يا يافته توسعه يحل به نوع

و استفاده از اصل  9روش غيرمستقيم، با تعريف تابع هميلتونين

، معادلات شرايـط لازم و كافي براي 10بيشينگي پونترياگين

آيند. در اين معادلات، متغيرهاي كنترل با بهينگي بدست مي

اي حالت )الحاقي( حذف گرديده و مجموعهمتغيرهاي شبهتعريف 

از معادلات ديفرانسيلي و جبري با دو يا چند نقطه شرط مرزي 

هاي  توان با روشآيد. اين مجموعه معادلات را ميبدست مي

 حل نمود. مختلف عددي 

طراحان مسيرهاي بهينه در استفاده از روش غيرمستقيم 

شوند: يكي، دشواري فرآيند توليد عموماً با دو مشكل مواجه مي

معادلات شرايط لازم به دليل ماهيت تحليلي و ديگري، دشواري 

هاي اوليه براي متغيرهاي شبه حالت كه فرآيند توليد حدس

معمولاً فاقد مفهوم فيزيكي هستند و حساسيت بسيار زيادي به 

. در روش پرتاب مستقيم، با تقريب [10] هاي اوليه دارندحدس

هاي مختلف و درنظرگرفتن پارامترهاي يرهاي كنترل با منحنيمتغ

ريزي سازي، يك مسئله برنامهها به عنوان متغيرهاي بهينهمنحني

هاي عددي مختلف آيد كه قابل حل با روشغيرخطي بدست مي

است. اين روش، مشكلات روش غيرمستقيم را ندارد، اما به دليل 

عددي معادلات حالت و انجام گيري انجام مكرر فرآيند انتگرال

فرآيند پرتاب براي متغيرهاي حالت فاقد مقدار اوليه، داراي سرعت 

 .[10] حل و ميل همگرايي بسيار پاييني است

سازي كامل مسئله و  نشاني مستقيم، با گسستهدر روش هم

تبديل معادلات ديفرانسيلي و انتگرالي به معادلات جبري ساده، 

ريزي غيرخطي فراهم  برنامهمتنوع هاي  امكان استفاده از روش

در اين روش، با تقسيم بازه زماني مسئله به  [.12،11] شود مي

تر، معادلات حالت براي هر زيربازه به هاي زماني كوچكزيربازه

آيد. به نقاط ابتدا و انتهاي هر صورت عبارات جبري ساده درمي

گويند. در اين مينشاني( زماني )نقاط هم هاي زيربازه زماني، گره

روش، به جاي توابع زماني حالت و كنترل، مقادير گسسته حالت و 

ريزي هاي زماني، به عنوان متغيرهاي مسئله برنامهكنترل در گره

نشاني مستقيم، به شوند. در روش همغيرخطي درنظرگرفته مي

هاي زماني زيادي سازي، بايد گرهمنظور كاهش خطاي گسسته

اين امر، سبب ايجاد تعداد زيادي متغير و قيـد تعريف شوند كه 

گردد. همچنين، پاسخ بهينه حاصله از اين روش، سازي ميبهينه

 باشد كه با ماهيت پيوسته مسئله مغايرت دارد.گسسته مي
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هاي متعارف حل مسائل با توجه به مشكلاتي كه روش

د از يك رويكر خواهيم دارند، در اين مقاله مي سازي مسير بهينه

تركيبي جديد استفاده نماييم. اين رويكرد قادر است مسائل 

را با دقت و سرعت بالايي حل كرده و پاسخ  يرمس سازي ينهبه

 اي را ارائه نمايد.بهينه پيوسته

برمبناي استفاده همزمان از مفاهيم همواري  تركيبي رويكرد

نشاني مستقيم و  اسپيلاين، هم هاي بي ديفرانسيلي، منحني

ريزي شده است. در اين رويكرد، با  ريزي غيرخطي پايه برنامه

گيري از مفهوم همواري ديفرانسيلي، فضاي ابعادي مسئله  بهره

ها و كاهش يافته و مسئله با حداقل تعداد متغير كنترل بهينه

هاي  از منحني استفادهشود. همچنين، با  معادلات حالت بيان مي

سازي،  اسپيلاين، عليرغم حفظ ماهيت گسسته متغيرهاي بهينه بي

هاي زماني در  آيد و نقش گره اي از حل بدست مي مفهوم پيوسته

رود. در اين  تقريب عبارات ديفرانسيلي و انتگرالي مسئله از بين مي

هاي زماني،  نشاني و گره گيري از مفهوم هم رويكرد، با بهره

 گرديده وهاي زماني اعمال  معادلات حالت و قيود مسيري در گره

اسپيلاين به عنوان  هاي بي در نهايت، نقاط كنترل منحني

گرفته  نظر ريزي غيرخطي در سازي مسئله برنامه متغيرهاي بهينه

  .[10] شوند مي

اين رويكرد تركيبي در در كارهاي تحقيقاتي پيشين، عملكرد 

سريع و دقيق مسيرهاي بهينه براي وسايل مختلفي نظير  توليد

پذير  انعطاف هاي فضايي ، ربات[13] بازگشتي به جوهاي  موشك

مورد بررسي و تحليل قرار  [15] نشين و فضاپيماهاي ماه [14]

تركيبي به  يكرديك از اجزاي رو در ادامه، پيرامون هرگرفته است. 

 .حث خواهد شدتفصيل ب

 یلیفرانسید یهموار. 1-4

نشاني بر روي  فرآيند هم يك،نشاني مستقيم كلاس روش هم در

شود. اين امر، سبب توليد  كليه متغيرهاي حالت و كنترل اعمال مي

 گردد.  سازي مي تعداد زيادي متغير و قيد بهينه

اند كه  هاي اخير، گروهي از محققان نشان داده در سال

حذف متغيرهاي كنترل از معادلات حالت، فرآيند  توان با مي

نشاني را تنها بر متغيرهاي حالت اعمال كرد و پس از همگرايي  هم

شده براي  گيري از مقادير بهينه محاسبه و حل مسئله، با بهره

متغيرهاي حالت، مقادير بهينه متغيرهاي كنترل را محاسبه نمود 

شود. در روش  ي[. به اين رويكرد، روش معكوس گفته م16]

هاي موجود ميان  معكوس، ابتدا با استفاده از معادلات حالت، رابطه

متغيرهاي كنترل و متغيرهاي حالت و مشتقات زماني مرتبه اول 

آيد. سپس، باقيمانده معادلات حالت برحسب روابط  آنها بدست مي

شود. در اين روش، براي محاسبه  آمده بازنويسي مي بدست

شود.  حالت از روش تفاضل محدود استفاده مي مشتقات متغيرهاي

نشاني،  مزيت روش معكوس، حذف متغيرهاي كنترل از فرآيند هم

باشد. همچنين در اين روش، معادلات حالتي  همگرايي و حل مي

آوردن روابط ميان متغيرهاي حالت و كنترل  كه در بدست

 شوند. اند نيز حذف مي مورداستفاده قرار گرفته

اند  هاي اخير، گروه ديگري از محققان نشان داده اما در سال

لاوه بر متغيرهاي كنترل، برخي از متغيرهاي حالت عتوان  كه مي

نشاني را تنها بر متغيرهاي  را نيز از مسئله حذف نمود و فرآيند هم

گيري از  توان با بهره حالت باقيمانده اعمال كرد. پس از حل، مي

شده را  رهاي حالت و كنترل حذفروابط موجود، مقادير بهينه متغي

هاي غيرخطي هموار از  محاسبه نمود. رويكرد اخير تنها درسيستم

 باشد. پذير مي لحاظ ديفرانسيلي امكان

يك سيستم ديناميكي غيرخطي هنگامي از لحاظ ديفرانسيلي 

باشد كه تغيير متغيري به صورت زير براي آن وجود  هموار مي

 [:17داشته باشد ]

(22) q⃗ = h⃗ (x⃗ , u⃗ , u⃗ ̇, u⃗ ̈, …) 

x⃗ 

u⃗ 

(23) (x⃗ , u⃗ ) = w⃗⃗⃗ (q⃗ , q⃗ ̇, q⃗ ̈, …) 

توانند معادل با برخي از متغيرهاي حالت يا  مي  q⃗متغيرهاي 

تركيبي از آنها باشند. اين متغيرها لزوماً متغيرهاي قابل قرائت از 

هاي هموار  باشند و تحت عنوان خروجي طريق حسگرها نمي

 شوند. شناخته مي

هاي هموار ديفرانسيلي اين است كه  سيستم بارزويژگي 

گيري و تنها با استفاده  نتگرالتوان كل رفتار سيستم را بدون ا مي

هاي هموار و تعداد محدودي از مشتقات زماني آنها بيان  از خروجي

نمود. البته بايد توجه داشت كه به دليل استفاده از مشتقات مراتب 

هاي هموار، استفاده از روش تفاضل محدود براي  بالاي خروجي

وم از مفه اگر محاسبات مشتقات، ديگر معقول نخواهد بود.

توان فرآيند  استفاده شود، مي كنترل بهينههمواري ديفرانسيلي در 

جاي كل متغيرهاي حالت و كنترل، تنها ه نشاني و تقريب را ب هم

هاي هموار اعمال نمود. با اين كار، كاهش شديدي در  بر خروجي
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دهد. همچنين، با توجه به  سازي رخ مي تعداد متغيرهاي بهينه

آوردن روابط موجود ميان  حالت براي بدستگيري از معادلات  بهره

هاي هموار و ساير متغيرهاي حالت و كنترل مسئله، عملاً  خروجي

شوند كه اين كار سبب  تعدادي از معادلات حالت نيز حذف مي

توجه  شود. مزيت جالب سازي مي كاهش شديد تعداد قيود بهينه

ين است ا كنترل بهينهاستفاده از مفهوم همواري ديفرانسيلي در 

يابند. اين كاهش  كه تعداد متغيرها و معادلات با هم كاهش مي

 و 11توجه ماتريس ژاكوبين شدن قابل همزمان، سبب كوچك

ها، محاسبه اين ماتريسگردد.  مي 12هسيان لاگرانژين ماتريس

ريزي غيرخطي را به از زمان حل مسئله برنامه توجهي بخش قابل

 بسيار زياديشدن آنها تأثير  كوچك كند. در نتيجه،خود صرف مي

 افزايش سرعت حل دارد. در

مند براي تشخيص همواري يا  عدم وجود يك روش نظام

ناهمواري ديفرانسيلي و نيز عدم وجود يك الگوريتم مناسب براي 

هايي را در استفاده از  هاي هموار، دشواري تعيين كمينه خروجي

سازد.  ذهن متبادر مي در كنترل بهينههمواري ديفرانسيلي براي 

بايد به اين نكته بسيار مهم اشاره نماييم كه ما در رويكرد تركيبي، 

نماييم. در اين  صرفاً از مفهوم همواري ديفرانسيلي استفاده مي

ندارد.  ضرورترويكرد، هموار بودن سيستم از لحاظ ديفرانسيلي 

را هاي هموار  يعني حتي اگر سيستم ناهموار بود، باز هم خروجي

كنيم و ساير متغيرهاي حالت و كنترل را براساس  شناسايي مي

آوريم و فضاي ابعادي مسئله را  هاي هموار بدست مي خروجي

دهيم. تنها تفاوت در اينجا خواهد بود كه اگر سيستم از  كاهش مي

لحاظ ديفرانسيلي هموار باشد، ديگر معادله حالتي براي آن در 

ماند، اما اگر سيستم ناهموار باشد، يافته باقي نخواهد  فضاي كاهش

يافته مسئله نيز معادلات حالت خواهيم داشت.  در فضاي كاهش

كنترل بنابراين، براي استفاده از مفهوم همواري ديفرانسيلي براي 

 ، نيازي به تشخيص همواري يا ناهمواري ديفرانسيلي نيست.بهينه

وار از هاي هم هاي ديناميكي متعارف، تعيين خروجي در سيستم

باشد. متغيرهاي موقعيتي،  طريق آزمون و خطا چندان پيچيده نمي

هاي  هاي هموار در سيستم معمولاً بهترين انتخاب براي خروجي

باشند. زيرا با دراختيارداشتن تابع زماني  ديناميكي متعارف مي

توان مقادير ساير متغيرهاي حالت و كنترل  متغيرهاي موقعيتي، مي

ختلف بدست آورد. در واقع، اگر مسير فيزيكي هاي م را در زمان

شده توسط يك وسيله معلوم باشد، متغيرهاي حالت و كنترل  طي

آن قابل محاسبه خواهد بود. بنابراين، براي استفاده از مفهوم 

همواري ديفرانسيلي، نيازي به تدوين يك الگوريتم خاص براي 

قعيتي به هاي هموار نيست و انتخاب متغيرهاي مو تعيين خروجي

 كنترل بهينههاي هموار در غالب مسائل  عنوان خروجي

 راهگشاست.

 اسپیلاین منحنی بی. 2-4

نشاني مستقيم، متغيرهاي حالت و كنترل به صورت  در روش هم

شوند. اين امر سبب  اي از نقاط گسسته تقريب زده مي مجموعه

گسسته شود و امكان محاسبه مشتق و  ،تا ماهيت حل گردد مي

گرال توابع به صورت دقيق وجود نداشته باشد. اين مشكل در انت

شود،  صورت استفاده از مفهوم همواري ديفرانسيلي حادتر نيز مي

زيرا در آن حالت، امكان محاسبه دقيق مشتقات مراتب بالا با 

دراختيارداشتن نقاط گسسته وجود ندارد. اين درحاليست كه 

به مسئله  ترل بهينهكنشدن مسئله  گسستگي نقاط، سبب تبديل

پذير  شود و صرفنظركردن از آن امكان ريزي غيرخطي مي برنامه

هاست.  هاي حل اين مشكل، استفاده از منحني نيست. يكي از راه

ها، اگرچه ضرايب يا نقاط كنترل، مقاديري گسسته  در منحني

نمايند. در صورت تقريب  هستند، اما يك مفهوم پيوسته را توليد مي

ها، هم گسستگي مسئله به  حالت و كنترل با منحنيمتغيرهاي 

شود و هم امكان  دليل گسستگي ضرايب يا نقاط كنترل حفظ مي

ها به دليل دراختيارداشتن توابع  محاسبه دقيق مشتقات و انتگرال

 ها وجود دارد. منحني

اسپيلاين براي تقريب  هاي بي تركيبي، از منحني يكرددر رو

ها،  نماييم. اين منحني استفاده مي ينهكنترل بهمتغيرهاي مسئله 

 [:18باشند ] هاي بيزيه مي اي از منحني پيوسته هم مجموعه به

(24) 𝑥(𝑡) = ∑𝐵𝑖,𝑘(𝑡)𝐶𝑖

𝑛

𝑖=0

             𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

 اسپيلاين از دو قسمت توابع پايه هاي بي معادلات منحني

(𝐵𝑖,𝑘(𝑡) )و نقاط كنترل (𝐶𝑖 )اند. براي محاسبه توابع  تشكيل شده

هاي بيزيه و  اسپيلاين، بايد ابتدا تعداد منحني پايه يك منحني بي

درجات آنها متناسب با پيچيدگي مسير موردانتظار براي متغير 

شده، مشخص گردد. سپس، بازه زماني با توجه به تعداد  زده تقريب

ي اين بندي گردد. به نقاط زمان هاي بيزيه، تقسيم منحني

قراردادن مقادير زماني كنار هم گويند. با  بندي، گره مي تقسيم

 شود: تشكيل مي(  τ⃗) ها در يك بردار، بردار گره گره

τ⃗ = [𝑡0, 𝑡1, …, 𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛] 
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بردارگره، ممكن است يك مقدار زماني چندبار پشت سرهم  در

گويند. تفاضل  تكرار گردد كه به ميزان دفعات تكرار، تعدد مي

( 𝑠𝑖)ميزان همواري (، 𝑚𝑖) و تعدد گره مربوطه( 𝑘𝑖ي )مرتبه منحن

. همانطور كه گفته شد، اين مساله در رابطه نمايد را مشخص مي

 نشان داده شده است 26

(26) 𝑠𝑖 = 𝑘𝑖 − 𝑚𝑖 

باشد كه  مقدار همواري، بيانگر سطح پيوستگي در گره مي

. بنابراين، سطح پيوستگي در استپذيري  برابر با مرتبه مشتق

توان در تعريف بردار گره و با تكرار مقادير زماني  ها را مي گره

ذكر است كه مرتبه منحني، برابر با ه ها اعمال نمود. لازم ب گره

داشتن مرتبه  اختيار در با باشد. منحني بعلاوه يك ميمقدار درجه 

توان  ، مي(𝑠) ها و همواري گره( 𝑙) ها منحني ، تعداد(𝑘)ها  منحني

 را مشخص نمود:( 𝑃) تعداد نقاط كنترل

(27) 𝑃 = 𝑙(𝑘 − 𝑠) + 𝑠 

گيري از روابط  توان با بهره بودن موارد مذكور، مي با مشخص

 محاسبه نمود:بازگشتي زير، توابع پايه را 

(28) 𝐵𝑖,0(𝑡) = {
1 𝑡𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+1

0 𝑡 < 𝑡𝑖 ,𝑡 > 𝑡𝑖+1
 

(29) 𝐵𝑖,𝑘(𝑡) =
𝑡−𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑘+1−𝑡𝑖
𝐵𝑖,𝑘-1(𝑡) +

𝑡𝑖+𝑘 − 𝑡

𝑡𝑖+𝑘−𝑡𝑖+1
𝐵𝑖+1,𝑘-1(𝑡) 

اسپيلاين، نقاطي در اطراف  نقاط كنترل در يك منحني بي

دهند و به معناي واقعي  منحني هستند كه به آن منحني شكل مي

هاي  باشند. نقاط كنترل در منحني كننده منحني مي كلمه، كنترل

ها، مقاديري گسسته هستند  اي ضرايب چندجمله مثلاسپيلاين  بي

يند. در تقريب متغيرهاي حالت نما اي را توليد مي كه مفهوم پيوسته

توان اين نقاط كنترل را به عنوان متغيرهاي  و كنترل، مي

 سازي درنظرگرفت.  بهينه

اسپيلاين رفتاري كاملاً محلي دارند. با تغيير  هاي بي منحني

يكي از نقاط كنترل، بسته به درجه منحني، تنها شكل منحني در 

بدون  ،و باقي منحنيكند  همسايگي نقطه كنترل مزبور تغيير مي

ماند. همچنين، محدوده تغييرات نقاط كنترل  تغيير باقي مي

اسپيلاين يكسان بوده و تقريباً برابر با محدوده  هاي بي درمنحني

باشد. در صورت استفاده از  شده مي  زده تغييرات متغير تقريب

سازي  اسپيلاين براي تقريب متغيرهاي مسئله بهينه هاي بي منحني

امكان محاسبه دقيق مشتقات زماني متغيرها با توجه به مسير، 

اسپيلاين به  هاي بي بودن مشتقات زماني توابع منحني مشخص

 باشد. سادگي فراهم مي

 یرخطیغ یزری نشانی مستقیم و برنامه هم. 3-4

هاي زماني براي دو منظور  نشاني مستقيم، ازگره در روش هم

هاي زماني در تقريب  رهشود. يكي از كاركردهاي گ استفاده مي

باشد. از اينرو، براي دستيابي به  عبارات ديفرانسيلي و انتگرالي مي

هاي زماني زيادي انتخاب شود.  هاي بهتر، بايد تعداد گره تقريب

 كنترل بهينههاي زماني در اعمال قيود مسئله  كاركرد ديگر گره

نشاني  باشد. معادلات حالت و قيود مسيري در روش هم مي

در صورت  [.19گردند ] هاي زماني اعمال مي تقيم، در گرهمس

هاي زماني در  اسپيلاين، نقش گره هاي بي استفاده از منحني

هاي  رود و از گره تقريب عبارات ديفرانسيلي و انتگرالي از بين مي

شود. اين امر سبب  زماني تنها براي اعمال قيود مسئله استفاده مي

هاي زماني زياد تا حدود زيادي  ز گرهگردد تا ضرورت استفاده ا مي

 از بين برود.

هاي  تركيبي، خروجي يكردبا رو كنترل بهينهبراي حل مسئله 

هاي  شده از همواري ديفرانسيلي، با منحني هموار تعيين

شوند. با اين كار، نقاط كنترل  اسپيلاين تقريب زده مي بي

ه سازي مسئل هاي مذكور به عنوان متغيرهاي بهينه منحني

شوند. در طول فرآيند حل،  ريزي غيرخطي درنظرگرفته مي برنامه

سازي در هر تكرار، نقاط كنترل  بسته به مقدار متغيرهاي بهينه

بودن اين  گردند. با مشخص اسپيلاين مشخص مي هاي بي منحني

توان مقادير ساير متغيرهاي  ها، مي نقاط و به تبع آن توابع منحني

 نمود. حالت و كنترل را محاسبه 

هاي زماني )نقاط  با اعمال معادلات حالت باقيمانده در گره

شوند.  نشاني(، عملاً كليه معادلات حالت بر مسئله اعمال مي هم

هاي  افزون بر معادلات حالت باقيمانده، قيود مسيري نيز در گره

ريزي  شوند. پس از همگرايي و حل مسئله برنامه زماني اعمال مي

اي  هاي هموار بگونه نه نقاط كنترل خروجيغيرخطي، مقادير بهي

آيند كه ضمن برقراري معادلات حالت و ارضاي قيود  بدست مي

 هاي زماني، تابع هدف نيز كمينه باشد.  مسيري در گره

هاي اوليه براي  بندي، مرزبندي و توليد حدس براي مقياس

اسپيلاين(،  هاي بي سازي )نقاط كنترل منحني متغيرهاي بهينه

نشاني مستقيم  ان از همان سازوكارهاي روش كلاسيك همتو مي

هاي هموار،  استفاده نمود، زيرا نقاط كنترل مذكور با خروجي

بندي صحيح متغيرها و قيود مقياس باشند. اندازه مي تقريباً هم

، تأثير بسزايي در سرعت حل و همگرايي مسئله سازي بهينه

شود كه به منظور  مي. عموماً توصيه ريزي غيرخطي دارند برنامه
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هاي بهينه، محدوده تغييرات  ترين پاسخ دستيابي به بهترين و سريع

نگاشت  [0.5,0.5-]يا  [0,1]هاي  تمامي متغيرها و قيود به بازه

 گردند.

است و  فداي سرعت حل نشدهتركيبي، دقت حل  يكرددر رو

دي از من اند. دراين رويكرد، به دليل بهره اين دو تؤامان ارتقاء يافته

با مشتقات  ،مفهوم همواري ديفرانسيلي، ارتباط ميان متغيرها

گردد، درحاليكه در روش  زماني و براساس روابط تحليلي برقرار مي

نشاني مستقيم كلاسيك، ارتباط ميان متغيرها با اعمال  هم

شود.  هاي زماني متوالي برقرار مي معادلات حالت گسسته در گره

بالاتر است. سرعت  بسيار كرد تركيبيدر نتيجه، دقت حل در روي

سازي،  تعداد متغيرها و قيود بهينه همزمان حل نيز به دليل كاهش

 باشد. نشاني مستقيم كلاسيك مي بسيار بيشتر از روش هم

 از يرخطيغ يزير حل مسائل برنامه يبرا  مقاله حاضر، در

افزار با  نرم ين. اشود يستفاده ما IPOPT13كننده حل افزار نرم

مسائل  تواند يم 14دوگان يهاول ياز روش نقطه درون يريگ بهره

حل  ييرا با دقت و سرعت بالا يرخطيغ يزير برنامه ياسمق بزرگ

 [.20] يدنما

 یبیترك کردیحل مسئله عبور از عوارض با رو. 5

، معادلات حاكم بر مسئله عبور از عوارض زمين ارائه 2در بخش 

دربرگيرنده شش متغير حالت گرديد. معادلات حالت اين مسئله 

(x⃗ = [𝑉  𝛾  𝜓  𝑥  𝑦  𝑧]( و دو متغير كنتـرل )u⃗ = [𝛼  𝛽] )

 4شده در بخش باشند. اگر بخواهيم از رويكرد تركيبي بيانمي

هاي براي حل اين مسئله استفاده كنيم، لازم است تا ابتدا خروجي

 هموار را برمبناي همواري ديفرانسيلي شناسايي نماييم و كل

هاي هموار و مشتقات زماني آنها مسئله را براساس خروجي

 بازتعريف كنيم. 

-همانگونه كه پيشتر اشاره شد، بهترين انتخاب براي خروجي

باشند. در معادلات حالت هاي هموار، متغيرهاي موقعيتي مي

 برد طوليذكرشده، سه متغير موقعيتي وجود دارند كه عبارتند از: 

(𝑥)برد عرضي ، (𝑦 )ارتفاع و ( وسيله𝑧براين .)  اساس بايد تلاش

متغير موقعيتي و مشتقات زماني  كرد تا كل مسئله را با همين سه

 آنها بيان نمود. 

 𝜓  ،𝛾توان مقادير  ( مي6( تا )4با استفاده از سه معادله حالت )

 را به صورت زير بدست آورد: 𝑉و 

(30) 𝜓 = tan−1 (
�̇�

�̇�
) 

(31) 𝛾 = tan−1 (
�̇� sin𝜓

�̇�
) 

(32) 𝑉 =
�̇�

sin𝛾
 

توان  گيري از معادلات فوق بر حسب زمان، مي با مشتق

 را به صورت زير تعيين نمود: �̇�و �̇�  ،�̇�مقادير 

(33) �̇� =
1

1 + tan2𝜓
(
�̈��̇� − �̈��̇�

�̇�2
) 

(34) �̇� =
1

1 + tan2𝛾
(
�̈��̇� − �̈��̇�

�̇�2
sin𝜓 + �̇�cos𝜓

�̇�

�̇�
) 

(35) �̇� =
1

sin2𝛾
(�̈�sin𝛾 − �̇��̇�cos𝛾) 

توان مقدار نيروي ليفت را از  ميآوردن مقادير فوق،  با بدست

 ( محاسبه كرد:3( و )2معادلات )

(36) 𝐿 = 𝑚𝑉√(�̇�cos𝛾)
2
+ (�̇� − cos𝛾 (

𝑉

𝑟
−

𝑔

𝑉
))

2

 

توان  (، مي2شده و معادله ) با استفاده از نيروي ليفت محاسبه

 را بدست آورد: 𝛽مقدار 

(37) 𝛽 = cos−1 ((�̇� − cos𝛾 (
𝑉

𝑟
−

𝑔

𝑉
))

𝑚𝑉

𝐿
) 

(، 10( و )8شده و معادلات ) با استفاده از نيروي ليفت محاسبه

 كرد: را محاسبه 𝛼و  𝐶𝐿مقادير توان  مي

(38) 𝐶𝐿 =
𝐿

0.5𝑆𝜌𝑉2
 

(39) 𝛼 =
𝐶𝐿 − 𝑎0

𝑎1
 

شود، تمامي متغيرهاي حالت و  همانگونه كه ملاحظه مي

هاي هموار و مشتقات زماني آنها قابل  كنترل برحسب خروجي

 باشند.  محاسبه مي

( براي محاسبه 6( تا )2با توجه به اينكه از معادلات حالت )

متغيرهاي حالت و كنترل استفاده شده است، ديگر نيازي به اعمال 

باشد و به جاي همه آنها،  ازي مسير نميس آنها در مسئله بهينه

درنظرگرفت. با جايگذاري معادل ( را 1توان تنها معادله حالت ) مي

هاي هموار و مشتقات  متغيرهاي حالت و كنترل برحسب خروجي

( و اعمال آن به صورت قيد تساوي در 1زماني آنها در معادله )

دد و هم رگ ( برقرار مي1سازي، هم معادله حالت ) مسئله بهينه

شوند، چون اين معادلات نيز  ( ارضاء مي6( تا )2معادلات حالت )

براي  باشند. ( مستتر مي1با جايگذاري مذكور در معادله )

توان از  (، مي1)آوردن مقدار نيروي درگ موجود در معادله  بدست

 ( استفاده نمود. 9( و )7شده و معادلات ) مقدار زاويه حمله محاسبه
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حالت و  يرهايتعداد متغاز همواري ديفرانسيلي، گيري  با بهره

متغير كنترل(  2متغير حالت و  6متغير ) 8از  كنترل مسئله موردنظر

معادله  6هاي هموار( و تعداد معادلات حالت از  متغير )خروجي 3به 

كاهش يافته است. كاهش تعداد متغيرها و معادلات  معادله 1به 

سازي  تعداد متغيرها و قيود بهينه يدشدحالت، سبب كاهش 

سرعت حل و همگرايي  توجه قابل گردد كه به معناي افزايش مي

 باشد. مي سازي مسئله بهينه

براي تقريب  اسپيلاينهاي بي، از منحنيدر رويكرد تركيبي

شود. با توجه به انتخاب متغيرهاي استفاده مي هاي هموارخروجي

وار )كه عموماً هموار و كم پيچ هاي همموقعيتي به عنوان خروجي

هاي بسيار باشند(، ديگر نيازي به استفاده از منحنيو خم مي

منعطف )با مرتبه بالا( نيست. اما بايد توجه داشت كه متغير كنترل 

هاي هموار در ارتباط است. يعني مسئله با مشتقات دوم خروجي

موار هاي ههاي مرتبه چهارم براي تقريب خروجياگر از منحني

استفاده شود، متغير كنترل به صورت خطي بدست خواهد آمد. 

هاي به هم چسبيده همچنين، بايد به سطح پيوستگي ميان منحني

دهند( نيز توجه نمود اسپيلاين را تشكيل ميبيزيه )كه منحني بي

گيري در تا سطح پيوستگي در متغير كنترل نيز پس از دوبار مشتق

اساس، براي تضمين همواري و سطح حد مطلوب حفظ شود. براين

اسپيلاين هاي بيپيوستگي كافي براي متغير كنترل، مرتبه منحني

باشد. همچنين، با  5و سطح پيوستگي آنها حداقل  6بايد حداقل 

منحني  10هاي هموار انتخابي، استفاده از توجه به خروجي

رد. اسپيلاين كفايت خواهد كبيزيه در هر منحني بي پيوسته هم به

ها افزود. ها كاست و به مرتبه منحنيتوان از تعداد منحنيالبته مي

توان اسپيلاين را ميهاي بيمقادير مطلوب پارامترهاي منحني

لازم پس از چندين بار حل مسئله، اصلاح وتنظيم نمود. همچنين، 

هموار  هاياسپيلاين خروجيهاي بيپارامترهاي منحني كه نيست

 .باشنديكسان با يكديگر 

، تعريف بردار گره به دليل آزادبودن عبور از عوارضدر مسئله 

زمان نهايي قدري دشوار خواهد بود. آزادبودن زمان نهايي سبب 

شود كه سازي ميتغيير مقاطع زماني در بردار گره در طول بهينه

اين امر، ناپايداري شديدي در فرآيند حل ايجاد كرده و همگرايي 

نمايد. راهكار رفع اين مشكل، نرمال ل ميمسئله را دچار مشك

كردن بازه زماني مسئله است. براي اين كار، لازم است كه بازه 

نگاشت گردد. اگر اين محدوده را  [0,1]زماني مسئله به محدوده 

( ضرب كنيم، بازه زماني اصلي 𝑡𝑓در مقدار زمان نهايي مسئله )

تغييرات زمان  آيد. در اين حالت، رابطه ميانمسئله بدست مي

 ( به صورت زير خواهد بود:𝑡( و زمان اصلي )𝜏نرمال )

(40) 𝑡 = 𝑡𝑓𝜏                        𝑡 ∈ [0,𝑡𝑓] , 𝜏 ∈ [0,1] 

، بايد تمامي مشتقات موجود در مسئله، به جاي اساس براين

گيري اصلي، برحسب زمان نرمال مشتقگيري برحسب زمانمشتق

 شوند. و محاسبه 

كه اشاره شد، در صورت استفاده از همواري همانگونه 

هاي ديفرانسيلي، بايد تمامي مسئله كنترل بهينه براساس خروجي

هموار و مشتقات زماني آنها بيان شود. در نتيجه، بايد شرايط 

و با استفاده از روابط همين مبنا  مرزي )اوليه و نهايي( مسئله نيز بر

 بازتعريف گردند. موجود 

از رويكرد تركيبي براي حل مسئله كنترل بهينه گيري با بهره

اسپيلاين هاي بي، به تعداد نقاط كنترل منحنيعبور از عوارض

سازي وجود خواهد داشت كه متغير هاي هموار، متغير بهينهخروجي

شود. همچنين، با توجه زمان نهايي نيز به اين مجموعه اضافه مي

نشاني، به تعداد اط همبه اعمال تنها يك معادله ديناميكي در نق

نشاني، قيد وجود خواهد داشت كه قيود مرزي )شرايط نقاط هم

 شوند. نيز به اين مجموعه اضافه ميو مسيري اوليه و نهايي( 

 یمثال عدد کیحل . 6

هاي رويكرد  ها و قابليت دادن ويژگي در اين بخش، به منظور نشان

 عوارض زمين، يك مثالسازي مسير عبور از  شده براي بهينه ارائه

خواهيم مسير  نماييم. در اين مثال، مي مي و حل مطرح عددي

از يك عارضه زميني در زمان بهينه يك موشك را براي عبور 

، مقادير ثابت لازم براي حل 1در جدول بدست آوريم. كمينه 

 عددي مسئله ارائه شده است. 

 

 یمثال عدد یثابت برا ریمقاد. 1جدول 

 عنوان واحد(مقدار ثابت )

6371  𝑘𝑚 ( شعاع متوسط زمين𝑅𝐸) 

9.807  𝑚/𝑠2 ( شتاب جاذبه زمين𝑔) 

1.225  𝑘𝑔/𝑚3 ( چگالي هوا𝜌) 

100  𝑘𝑔 ( جرم موشك𝑚) 

200  𝑁 ( نيروي تراست موشك𝑇) 

2  𝑚2 ( سطح مرجع آيروديناميكي𝑆) 
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زير براي وسيله موردنظر، ضرايب درگ و ليفت از معادلات 

 باشند: قابل محاسبه مي

(41) 𝐶𝐷 = 1.2779𝛼2 − 0.0497𝛼 + 0.0771 

(42) 𝐶𝐿 = 1.0783𝛼 − 0.0122 

 بايد برحسب راديان جايگذاري شود. 𝛼در روابط فوق، 

 گردد: در اين مثال، معادله عارضه به صورت زير فرض مي

(43) 𝑍𝑇(𝑥,𝑦) = 100𝑒−
((𝑥−500)2+(𝑦−500)2)

50000  

اي زير بر  شرايط مرزي در قالب قيود نقطهدر مثال حاضر، 

 گردند: مسئله اعمال مي

(44) 

𝐶5 ∶  𝑥(𝑡𝑓) = 1000 m 𝐶1 ∶  𝑥(𝑡0) = 0 

𝐶6 ∶  𝑦(𝑡𝑓) = 500 m 𝐶2 ∶  𝑦(𝑡0) = 500 m 

𝐶7 ∶  𝑧(𝑡𝑓) = 20 m 𝐶3 ∶  𝑧(𝑡0) = 20 m 

 𝐶4 ∶  𝑉(𝑡0) = 100 m/s 

 .شود در اين مثال، سرعت نهايي وسيله، آزاد درنظرگرفته مي

قيود مسيري براي عدم برخورد با عوارض زمين و 

 شوند: نمودن شتاب عمودي نيز به صورت زير اعمال مي محدود

(45) 𝐶𝑃1 ∶  𝑧 − 𝑍𝑇 ≥ 10 m 

(46) 𝐶𝑃2 ∶  𝑎𝑣𝑐 ≤ 8 m/𝑠2 

اي و مسيـري  و قيود نقطه شدن مقادير ثابتبا مشخص

را با رويكرد  سازي مسيربهينهفرآيند حل مسئله  يمتوان، ميمسئله

يافته  براي اين منظور، از روابط كاهش. يمتركيبي به انجام رسان

براي تقريب هر نماييم.  حاصل از همواري ديفرانسيلي استفاده مي

 10اسپيلاين، از بي هايهاي هموار با منحنييك از خروجي

كنيم. تعداد استفاده مي 5با سطح پيوستگي  6منحني بيزيه مرتبه 

اسپيلاين براساس رابطه هاي بيكنترل هركدام اين منحنينقاط 

ريزي غيرخطي باشد. بنابراين، مسئله برنامهعدد مي 15(، 27)

با  خواهد بود. گسسته سازيمتغير بهينه 45+1حاصله داراي 

براي اعمال معادله حالت باقيمانده  نشاني نقطه هم 10نمودن  لحاظ

سازي بهينهقيد  30+7مسئله، و دو قيد مسيري و نيز شرايط مرزي 

 ايجاد خواهد شد.

بعدي و در  آمده در فضاي سه ، مسير بهينه بدست2در شكل 

هاي هموار نسبت به زمان نشان داده  ، تغييرات خروجي3شكل 

، تغييرات متغيرهاي كنترل و ساير 5و  4هاي  اند. در شكل شده

، 6. در شكل اند متغيرهاي حالت نسبت به زمان رسم گرديده

اند. اين فرامين، دربرگيرنده  فرامين شتاب عمودي و افقي ارائه شده

، ارتفاع وسيله 7باشند. همچنين، در شكل  هر دو متغير كنترل مي

  از سطح عارضه زميني در طول پرواز نشان داده شده است.

سازي،  هاي اصلي فرآيند بهينهبايد توجه داشت كه خروجي

باشند و ساير نمودارها  ( مي3شكل هاي هموار ) نمودارهاي خروجي

بر پايه روابط تحليلي ساير متغيرهاي حالت و كنترل با 

 اند. هاي هموار ترسيم شده خروجي

 كمينهزمان، حاضر مثال براي آمده بدست هاي پاسخ با مطابق

  . باشد ميثانيه  12/16  با برابر براي عبور از عارضه موردنظر

 

 
 یبعد سه یدر فضا نهیبه ریمس. 2شکل 

 

 
 هموار یها یخروج یزمان خچهیتار. 3شکل 
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کنترل یرهایمتغ یزمان خچهیتار. 4شکل   

 

 
حالت یرهایمتغ ریسا یزمان خچهیتار. 5شکل   

 

 قيود، باشد مي مشخص 7 و 6 هاي شكل در كه همانگونه

 سطح  از ارتفاع كمينه و عمودي شتاب بيشينه به مربوط مسيري 

 ،5 و 3 هاي شكلبراساس ، همچنين. اند شده ارضاء كاملاً، زمين

  .اند گرديده ارضاء نيز مرزي شرايط به مربوط  اي نقطه قيود

 

 
 یو افق یعمود یها شتاب یزمان خچهیتار. 6شکل 

 

 
ینیاز عارضه زم لهیوس یفاصله عمود. 7شکل   

 

 بهينه  عبور براي وسيله راهبرد، آمده بدست هاي پاسخ با مطابق

 عرضي  انحراف و گيرياوج از تركيبي، شده درنظرگرفته عارضه از

 شكل در  هم و( 𝑧  و  𝑦نمودارهاي) 3 شكل در هم امر اين. باشد مي

 5 شكل با مطابق  .باشد مي مشاهده قابل( 𝜓  و 𝛾  نمودارهاي) 5

 از عبور براي شده درنظرگرفته  مأموريت طول در وسيله(،  𝑉 نمودار)

 سرعت كاهش روند ولي ، گرديده سرعت افت دچار، عارضه

  .است شده متوقف تقريباً مسير درانتهاي

شده، به ازاي  مطرحاين مثال با استفاده از رويكرد  زمان حل

 سازي، در محدوده هاي اوليه مختلف براي متغيرهاي بهينه حدس

 اي با پردازشگر ها در رايانه باشد. اين زمان ثانيه مي 4/0تا  2/0

 بيتي( 64) 10ويندوز  و سيستم عاملگيگاهرتزي  4/2اينتل 

 اند. بدست آمده

شده، عبور بهينه وسيله از يك عارضه  در مثال عددي مطرح

زيرا در اين حالت، تغييرات متغيرهاي  واحد مورد توجه قرار گرفت.

 مشاهدهتوان بهتر  حالت و كنترل براساس رويكرد پيشنهادي را مي

نمود. همچنين با توجه به هدف غايي رويكرد پيشنهادي براي 
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دستيابي به يك روش هدايت برخط در ساختار حلقه بسته كنترل 

سازي عبور از يك عارضه واحد درنظرگرفته شد.  افق پسين، بهينه

پيش رو  يا مانع از عارضه وسيله زيرا در ساختار برخط، عبور بهينه

 . خواهد بودمدنظر 

رويكرد پيشنهادي در عبور از  هاي دادن قابليت نشان وربه منظ

حاصل از اين رويكرد تر، مسيرهاي بهينه  مجموعه عوارض پيچيده

 9و  8هاي  براي عبور از دو مجموعه مختلف عوارض در شكل

عوارض هموار درنظرگرفته شده به صورت  اند. نشان داده شده

 اند.   شدهتوليد  15سيگاوتصادفي و با استفاده از تابع توزيع ارتفاع 

رويكرد پيشنهادي  آمده، راهبرد مطابق با مسيرهاي بهينه بدست

براي عبور از مجموعه عوارض در زمان كمينه، انتخاب صفحه 

ترين عارضه در صفحه  گيري بر فراز مرتفع مناسب عبور و اوج

 انتخابي است.

 

 
. مسیر بهینه عبور از مجموعه عوارض اول8شکل   

 

 

مسیر بهینه عبور از مجموعه عوارض دوم. 9شکل   

 

 

 

 یریگ جهینت. 7

مسئله عبور بهينه وسايل هوافضايي از عوارض  ،مقاله حاضردر 

زمين در زمان كمينه در قالب يك مسئله كنترل بهينه تعريف 

گرديد و رويكرد جديدي براي حل سريع و دقيق آن پيشنهاد شد. 

بعدي  در فضاي سه در تعريف مسئله، از معادلات حركت وسايل

مدل و ساير  سازي استفاده گرديد و از تفكيك صفحات، خطي

 هاي متعارف براي تسريع و تسهيل حل پرهيز شد.سازي ساده

توان مسئله عبور از  براساس نتايج حاصل از اين تحقيق، مي

گيري از رويكرد حل پيشنهادي با سرعت  عوارض زمين را با بهره

رعت بالاي حل اين امكان را فراهم و دقت بالايي حل نمود. س

ي سازي مسير را در قالب ساختارها سازد تا بتوان فرآيند بهينه مي

سازي كرد و مسيرهاي بهينه  بين مدل پياده حلقه بسته كنترل پيش

اي وسيله و در مواجهه با اغتشاشات و  را مطابق با شرايط لحظه

اين صورت، هاي مدل به صورت برخط توليد نمود. در  عدم قطعيت

توابع هدف و قيود مسئله را متناسب با شرايط پروازي توان  مي

وسيله و مأموريت مدنظر، در حين پرواز وسيله اصلاح و تنظيم 

كرد. در كارهاي آتي، با توجه به تحقق حل سريع و دقيق مسئله 

 سازي برخط مسئله خواهد بود. در اين مقاله، تمركز بر پياده

توان مسئله را با  همواري ديفرانسيلي ميمندي از  با بهره

كمترين تعداد متغيرهاي ممكن بازتعريف نمود و معادلات حالت 

را به نحو چشمگيري كاهش داد. همچنين، با بكارگيري  مؤثر

اي از  توان تقريب منعطف و پيوسته اسپيلاين مي هاي بي منحني

نمود.  سازي گسسته توليد متغيرهاي مذكور را با متغيرهاي بهينه

با  اسپيلاين هاي بي تركيب مفاهيم همواري ديفرانسيلي و منحني

مشكلات  كردن تواند ضمن برطرف نشاني مستقيم مي روش هم

 تر شود.  تر و سريع اين روش، منجر به پاسخي به مراتب دقيق

تعريف مسئله عبور از عوارض زمين در قالب مسئله كنترل 

توليد مسيري تلفيقي از بعدي، منجر به  بهينه و در فضاي سه

شود كه ضمن عبور،  ( ميTF/TAتعقيب و اجتناب از عوارض )

نيز گردد. در اين مقاله، تمركز بر  اي به رخداد بهينهتواند منجر  مي

توان اهداف بهينه  . در همين قالب ميكردن زمان عبور بود كمينه

د ديگري را نيز مدنظر قرار داد و مسيرهاي بهينه مربوطه را تولي

براي رعايت ايمني پرواز،  را توان قيود متنوعي نمود. همچنين، مي

 كنترلي وسيله و نظايرآنها در نظر گرفت.اي و  هاي سازه محدوديت
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1 Terrain Following (TF) 
2 Terrain Avoidance (TA) 
3 Dijkstra 
4 Online 
5 Differential Flatness 
6 B-spline curves 
7 Collocation Points 
8 Non-Linear Programming (NLP) 
9 Hamiltonian 
10 Pontryagin’s Maximum Principle 
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11 Jacobian Matrix 
12 Hessian of the Lagrangian Matrix 
13 Interior Point OPTimization (IPOPT) 
14 Primal-Dual Interior Point 
15 Gaussian Height Distribution Function 


