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  چکیدٌ

 حل. سٍؽ ؿَد يه ثشسػيپزيش  ػبصي ديٌبهيکي ثبصٍّبي سثبتيک ثب اػضبي اًؼغبف دس ايي هقبلِ هذل

ثِ دػت آٍسدى فشم ثؼتِ  ثشاي .ثِ سٍؽ الوبى هحذٍد اػت يػبص ثشاػبع هؼبدلِ لاگشاًظ ٍ گؼؼتِ

 اثضاس جؼجِدس  ييپزيش اص هحبػجبت ًوبد اًؼغبف اػضبي ثبصٍّبي سثبتيک ثب ثشاي ديٌبهيکي ّبيِ هؼبدل

تک  ديٌبهيکي يک سثبت غيشخغي ّبيِ سيبضيبت ػوجَليک هتلت اػتفبدُ ؿذُ اػت، ػپغ هؼبدل

هقبيؼِ ؿذُ اػت. دس ايي پظٍّؾ  هشاجغ شيؿذُ دس ػب اسائِ جيٍ ثب ًتب اػتخشاج ؿذُ اػتليٌکي 

 گشاًؾ دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت.اثش گشيض اص هشکض، کَسيَليغ ٍ  يّب هؤلفِهبًٌذ  يشخغياثشات غ

ػغَح هختلف گـتبٍس تحشيک  يگَتب ثشا آهذُ، ثب اػتفبدُ اص سٍؽ ساًگ دػت هؼبدلات ثِ ػپغ

 هذل ک،يگـتبٍس تحش يييدس ػغَح پب کِ دّذ يًـبى ه يػبص ؿذُ اػت. ًتبيج ؿجيِ يػبص ؿجيِ

ٍ  يخغهذل اختلاف  کيثب افضايؾ ػغح تحش کِ يدسحبل ؛داسًذ يؼبًًتبيج يک يٍ غيشخغ يخغ

 .ؿَد يش هت کَچک يشخغيالاػتيک دس هذل غ يّب ٍ اًذاصُ هؤلفِ بثذي يه ؾيافضا يشخغيغ
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Abstract 

In this paper, dynamic modeling of flexible links manipulators is discussed. The modeling 

approach is based on the Lagrange equations and finite element discretization method. In 

order to obtain the closed form of dynamic equations for flexible links manipulators, 

symbolic calculation in MATLAB's symbolic mathematics toolbox is utilized, then the non-

linear dynamic equations of a single-link manipulator have been obtained and compared with 

the results presented in other references. In this study, the nonlinear effects of centrifugal, 

Coriolis and gravity are Also considered which is rarely studied in other contributions. Then 

the equations of motion are solved by the Runge-Kutta method for different levels of 

excitation torque. The simulation results show that at low levels of excitation torque, the 

linear and non-linear models have the same results, while with the increase of the excitation 

level, the difference between the linear and non-linear models is considerable and the size of 

the elastic components in the non-linear model becomes smaller. 

Keywords: flexible manipulator, finite element, Lagrange method, modeling.
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 . مقدم1ٍ
 يّب ؼتگبُيدس ا شيپز اًؼغبف کيسثبت يثبصٍّب

ٍ  يا هخبصى ػَخت ّؼتِ يثبصسػ ،ييفضب

هَاسد کبسثشد  ي اصکيکبسثشد داسد.  شآةيص قبتيتحق

ثِ . اػت ييبصٌؼت فض ش،يپز اًؼغبف يّب سثبت

ػجک  ذيثب ي فضبييّب سثبت يهلاحظبت ٍصً ليدل

هٌظَس  ثِ .ثبؿٌذ تب ثتَاًٌذ ثِ فضب پشتبة ؿًَذ

 ، ػغح هقغغ اجضاثبصٍّبي سثبتيککبّؾ ٍصى 

يبثذ ٍ ثب کبّؾ ػغح هقغغ،  کبّؾ هي

. ؿَد يه ًوبيبى ـتشيث سثبت يشيپز اًؼغبف

ًؼجت ثبس حول ؿذُ ثِ ٍصى  ؾيافضاي ثب عَسکل ثِ

ثبًذ کٌتشل،  يسثبت، ػشػت حشکت ٍ پٌْب

ًوَد ثيـتشي پيذا  کيسثبت يصٍثب يشيپز اًؼغبف

ثبػث ايجبد خغبي حبلت  ،پزيشي اًؼغبف. کٌذ هي

هبًذگبس، خغب دس سديبثي هؼيش ٍ استؼبؿبت دس 

 کيٌبهيد ؿَد. ثب تَجِ ثِ هجشي ًْبيي سثبت هي

ٍ  ٌِيثْ يػبص هذلپزيش،  ثبصٍّبي اًؼغبف يشخغيغ

ثش هذل  يکٌتشل هجتٌ ثشاي ثبصٍکبسآهذ 

 .[1] ي اػبػي اػتبصيً ؾيپ

ثِ دليل هبّيت پيَػتِ اػضبي سثبت 

ي ديٌبهيکي اص ػبص هذلپزيش، ثشاي  اًؼغبف

ػبصي هختلف ثشاي تقشيت  ي گؼؼتِّب سٍؽ

 ّب سٍؽؿَد. ايي  اػضبي پيَػتِ اػتفبدُ هي

، سٍؽ اجضاي هحذٍد، 1ؿبهل، سٍؽ هذّبي فشضي

 2ي هذلپبساهتشثٌذسٍؽ تفبضل هحذٍد ٍ سٍؽ 

 اػت.

ثش پبيِ  تيتقش کي سٍؽ هذّبي فشضي

 کياػت ٍ اص  يبفتِ تؼوين هختصبتػيؼتن 

هذ  يّب ؿکلتؼذاد هحذٍدي اص  يخغ تيتشک

. [2کٌذ ] ياػتفبدُ ه ؼتنيپبػخ ػ تيتقش يثشا

 ييا شکٌتشل يعشاح يثشاايي سٍؽ  هٌبػت تيهض

؛ اهب داسد هشتجِ پبييٌيآهذُ  دػت اػت کِ هذل ثِ

 ٍ ؼتيػشساػت ً ،حيصحفشضي  اًتخبة هذّبي

هؼتقين  تَاى يًو تغييش ؿکل ضاىيه فيتَص يثشا

تؼذاد  ؾيثب افضا اص ؿکل هذّب اػتفبدُ کشد.

 يتش دقيق يکيٌبهيّبي د فشض ؿذُ، هذل هذّبي

کٌتشلش  يعشاح ي، اهب هذل ثشاسٍد ياًتظبس ه

تؼذاد اغلت  ،ّويي دليلثِ  تش خَاّذ ثَد. پيچيذُ

 ػذد کَچک هحذٍد کيثِ فشضي،  يهذّب

 يثشاهذل  يبثذ ٍتب هذل هشتجِ کبّؾ ؿَد  هي

 .ثبؿذ دسًگ هٌبػت ثيکٌتشل 

 هؼئلِ، اػضبي پيَػتِ هحذٍد يسٍؽ اجضادس 

تبثغ ؿَد.  ثِ تؼذاد هتٌبّي الوبى تقؼين هي

ًـبى  يثشا ؿَد. هيفشض ي کِ دس ّش الوبى جيتقش

دس حَصُ حل اػتفبدُ  هجَْل تبثغ هيذاىدادى 

 يػذد يبثي تَاثغ دسٍى ي،جيتَاثغ تقش. ؿَد هي

داخل ّش الوبى ٍ هـتقبت آى دس  هجَْلػولکشد 

. ّبي آى الوبى اػت گشُثِ اصاي هقبديش دس 

 ثب ؼتنيػ کيثِ  پيَػتِ ؼتنيػ کي تيتشت ييا ثِ

 .[2] ؿَد يه ليتجذهحذٍد  اثؼبد

 ديٌبهيک يػبص هذل يثشا سٍؽ الوبى هحذٍد

 ػضَ ثبکِ ؿبهل چٌذ  شيپز اًؼغبف يّب سٍثبت

اص ػبيش  تش هٌبػتّؼتٌذ، اًَاع هختلف هفصل 

قبدس  الوبى هحذٍد، ييثشا ػلاٍُ .[3اػت ]ّب  سٍؽ

دس  يًظو يٍ ث يشخغيغ ظيؿشا تيشيثِ هذ

. سٍؽ [4اػت ] هختلظ يهشص ظيػبختبس ٍ ؿشا

اهب ثبس  تش قيدق ّب سٍؽالوبى ًؼجت ثِ ػبيش 

 دس سٍؽ. ّوچٌيي [5] هحبػجبتي ثيـتشي داسد

تش  ، قيذّبي ػيٌوبتيکي سا ػبدُالوبى هحذٍد

ثِ تَاى ثِ ػيؼتن اػوبل کشد. ايي قيذّب اغلت  هي

ٍ ايجبد  ّب سثبتتؼبهل ثب هحيظ يب ّوکبسي  ليدل

 ؿَد. ٍاسد هي صًجيشُ ثؼتِ ػيٌوبتيکي ثِ هؼئلِ

 ثبصٍّبيهؼبدلات حشکت  ثِ دػت آٍسدى يثشا

 يکشدّبيّوشاُ ثب سٍ الوبى هحذٍد، يشپز اًؼغبف

 يکشدسٍهبًٌذ ؛ اػتفبدُ ؿذُ اػت هختلف يليتحل

ثش اػبع  [9-6] لاگشاًظ ّبيِ ثش هؼبدل يهجتٌ

 يهجتٌ يکشدسٍٍ  [11 ،10]يلش اٍ يَتيً ّبيِ هؼبدل

ي ّب سثبتي ػبص هذل. [12]يي ک ّبيِ ثش هؼبدل

تؼذاد اػضب ٍ اثؼبد قبثل  اصًظشپزيش  اًؼغبف

ثشاي  ّب هذلثٌذي اػت. ثؼيبسي اص  دػتِ

. [13 ،4]اًذ  ؿذُ تَػؼِ دادُي تک ليٌکي ّب سثبت

هحذٍد  الوبى، سٍؽ يٌکيتک ل سثبتهـبثِ هَسد 
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ّبي  سثبت يػبص هذل يثشا ضيً هذّبي فشضيٍ 

ثشسػي ؿذُ اػت. يبًگ ٍ  ػضَيدٍ  شيپز اًؼغبف

 [15]دٍگبًَ ٍ اػتفبًپَلَع ٍ  [14]ػبدلش 

اًحشاف  فيتَص يهحذٍد سا ثشا الوبى يّب هذل

اًذ.  تَػؼِ دادُ ػضَيدٍ  شيپز فسثبت اًؼغب کي

 يثشا سٍؽ هذّبي فشضياص  لَکب ٍ ػيؼيليبًَ

 ّبي سثبت ثشاي ديٌبهيکيهذل  کيدػت آٍسدى  ثِ

. [16] اًذ اػتفبدُ کشدُ ػضَيچٌذ  شيپز اًؼغبف

 يثشا کيؼتوبتيسٍؽ ػ کي غيٍ هَس يػبثَد

 N سثبت ثب يثشا ديٌبهيکي ّبيِ اػتخشاج هؼبدل

 شييتغ غيهبتشاص دٍ اًذ کِ دس آى  اسائِ کشدُ ػضَ

حشکبت  فيتَص يثشا تيتشت ثِ کٌَاختيؿکل 

 [.5اػت ]ؿذُ اػتفبدُ  شيپز ٍ اًؼغبف صلت

ّبي  ػبصي ديٌبهيکي سثبت ي هذلدّکشدکَساين ٍ 

ّوکبس ٍ هتحشک سا ثب سٍؽ گيپغ ٍ 

. [17] اًذ  ّبي فشضي اًجبم دادُ ػبصي هذ گؼؼتِ

ثشاي سثبت  ّبي ديٌبهيکيِ هؼبدلفشم ثؼتِ 

ي اجضاء ػبص گؼؼتِػضَي ثب  پزيش تک اًؼغبف

هحذٍد، تَػظ تَخي ٍ ّوکبساى اسائِ ؿذُ اػت 

فشم ثؼتِ  [18]. ثشاي سثبت دٍ ػضَي دس [6]

ي ثِ سٍؽ ػبص گؼؼتِّبي ديٌبهيکي ثب  هؼبدلِ

 سٍؽ چَ ٍ داًگ هذّبي فشضي آهذُ اػت.

سثبت  ديٌبهيکي يػبص هذل ثشاي يذيجذ

هفصل  کيکِ اص  يػوَهػضَي  دٍ شيپز اًؼغبف

 ؿذُ اػت ليتـک دٍساًيهفصل  کيٍ  يهٌـَس

ثش  يهجتٌ تنيالگَس کي ي،يثشا اًذ ػلاٍُ اسائِ دادُسا 

هؼکَع  کيٌبهيد ليتحل يثشا 3يسٍؽ دٍثخـ

 .[19]ؿذُ اػت  ـٌْبديپ شيپز اًؼغبف يّب سٍثبت

اثش ًيشٍي ٍصى  ؿذُ اًجبمدس غبلت تحقيقبت 

 ّب سثبتاهب ثؼيبسي اص ؛ دس ًظش گشفتِ ًـذُ اػت

پَؿي اص  کٌٌذ ٍ چـن دس صفحِ ػوَدي کبس هي

تَاًذ خغبي صيبدي دس کٌتشل ٍ  ًيشٍي جبرثِ هي

اثش ػبصي ايجبد کٌذ؛ پغ دس ايي تحقيق  ؿجيِ

لحبػ ؿذُ اػت.  يػبص هذلجبرثِ دس  يشٍيً

ّوچٌيي، دس ثؼيبسي اص کبسّبي هـبثِ تغييش 

ؿکل الاػتيک اجضا، کَچک فشض ؿذُ ٍ 

اسائِ ؿذُ اػت. ايي آى ّبي ثش اػبع  هؼبدلِ

ّب سا کبّؾ دادُ ٍلي دس  سٍيکشد حجن هؼبدلِ

خغبي  4پزيش ي خيلي اًؼغبفّب سثبت

اهب دس ايي هقبلِ ؛ کٌذ ي ايجبد هيا هلاحظِ قبثل

ّويي  ٍ ثِ اجضا دس ًظش گشفتِ ؿذُخوؾ جضئي 

ي ّب سثبتتَاى ثشاي  هي ؿذُ اسائِدليل اص سٍاثظ 

پزيش اػتفبدُ کشد. اص ديگش  خيلي اًؼغبف

ّبي ايي کبس دس ًظش گشفتي ًيشٍّبي  ٍيظگي

کِ دس ثؼيبسي اص  کَسيَليغ ٍ گشيض اص هشکض اػت

 ؿذُ اػت. ًظش صشف ّب آىتحقيقبت هـبثِ اص 

ٍ هذل  يکيٌوبتيظ ػسٍاثقؼوت ثؼذ،  دس

ثب  ػضَيچٌذ  اي ثبصٍي صفحِ کي يکيٌبهيد

سٍؽ تحليلي  ٍ FEMي ػبص اػتفبدُ اص گؼؼتِ

صَست  ؿذُ اػت، هفبصل ثِ فيتَصلاگشاًظ 

صَست ػشي دس ًظش گشفتِ ؿذُ  لَلايي ٍ سثبت ثِ

ّبي ديٌبهيکي  اػت. ػپغ ثب حل تحليلي، هؼبدلِ

. گبم اػتپزيش اسائِ ؿذُ  ػضَي اًؼغبف سثبت تک

سثبت  ديٌبهيکيهذل  ياػتجبسػٌجثؼذي ؿبهل 

ّبي هـبثِ  ػضَي اػت کِ ثب هقبيؼِ هقبلِ تک

 يشيگ جِيًت دس پبيبى .اًجبم ؿذُ اػت [6،20،21]

 .آهذُ اػت ًتبيجٍ ثحث 

 زيپذ ربات اوعطاف یساس مدل. 2

دس ايي قؼوت سٍاثظ لاصم ثشاي اػتخشاج 

پزيش   ّبي ديٌبهيکي ثشاي سثبت اًؼغبف هؼبدلِ

ػضَ آهذُ اػت. هذل ديٌبهيکي ثب  nػشي ثب 

؛ ٍ اػتفبدُ اص هؼبدلِ لاگشاًظ ثِ دػت آهذُ اػت

 يکيوبتػبصي، الوبى هحذٍد اػت. ؿ سٍؽ گؼؼتِ

( 1ؿکل ) دس ػضَ دٍپزيش ثب  اًؼغبف ثبصٍياص 

اي ٍ  صفحِ صَست ثِ . سثبتًـبى دادُ ؿذُ اػت

ّش يک اص اجضا  لَلايي ّؼتٌذ.توبم هفبصل 

هذل ؿذُ اػت ّش پزيش  اًؼغبف تيش کي صَست ثِ

ؿَد اهب دس  دس صفحِ خن تَاًذ  هيآصاداًِ  ػضَ

دس  .ؿَد خن  تَاًذ ثش صفحِ ًوي ػوَدجْت 

لَلاّب تَپي کِ ؿبهل هَتَس ٍ گيشثکغ ّؼتٌذ، 

قشاس داسًذ ٍ دس اًتْبي ػضَ آخش ثبس خبسجي قشاس 
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 شيياص تغ حبصل پيچيذگياص  يشيلَگج يثشا داسد.

ؿَد.  هي دس ًظش گشفتِ ثبثت ػضَ، عَل ػضَ عَل

 يشٍيً شيٍ تأث يؿکل ثشؿ شييتغاص ، ييثشا ػلاٍُ

هوبى ايٌشػي هقغغ . ؿَد ي هيپَؿ چـن يهحَس

دس   ٍ عَل  ρ ػضَ ي، چگبل   تَپي  يٌشػيا،  

، ثبس ايٌشػيٍ    ثبس  ٍصىًظش گشفتِ ؿذُ اػت. 

تَػظ  هفصلدس  ( )  ؿتبٍس کٌتشل  اػت.   

سٍي       چبسچَة ؿَد. هَتَس هحشک اػوبل هي

ي ّش ػضَ اِ يصاٍ ييجبِ جبثقشاس داسد،  iهحَس ػضَ 

ًـبى  ( )   تَػظ ًؼجت ثِ ػضَ قجلي  ثبصٍ اص

ثبصٍ )کِ دس ؿَد کِ استفبع  ؿَد. فشض هي دادُ هي

اص ػشض آى  ـتشيث ؿَد( ي هيشيگ اًذاصُ zجْت 

ي افق صفحِدس ، ثبصٍي سثبتيک ييثٌبثشاثبؿذ، 

 .داسد( يپزيش لشصؽ )اًؼغبف عَس هحؼَع ثِ

          اص چبسچَة    صلت ليتجذ غيهبتش

ًـبى دادُ  (1هؼبدلِ )صَست  ثِ      ثِ چبسچَة

 ؿَد. يه

(1)    [
   (  )     (  )

   (  )    (  )
] 

حبصل اص خوؾ    هبتشيغ تجذيل الاػتيک 

ًـبى دادُ  (2هؼبدلِ ) صَست ثِ  iي الاػتيک ثبصٍ

 .[22] ؿَد يه

 
 دي عضًی زیپذ اوعطافباسيی رباتیک  .1ضکل 

(2)    

[
 
 
 
   

   (    )

   

⌉
     

   (    )

   

⌉
     

 
]
 
 
 
 

 

     خوؾ الاػتيک ػضَ (    )  کِ دس آى 

هختصبت  ًقغِ سٍي تيش ثِ دس يک

اػت ٍ هبتشيغ تجذيل کلي اص  (       )   

 صَست ثِ     ثِ چبسچَة        چبسچَة 

 .ؿَد يه( ًـبى دادُ 2ثبصگـتي ثب هؼبدلِ )

(3)                   ̂            ̂     

هبتشيغ ّوبًي اػت  ثشداس  Iکِ دس آى 

دس چبسچَة  i ؿذُ خنهَقؼيت يک ًقغِ اص ػضَ 

ًوبيؾ  (4هؼبدلِ ) صَست ثِ (    ّوبى ػضَ )

 .ؿَد يهدادُ 

(4)    (  ) 

 
  *

  

  (    )
+  

   
 iهختصبت يک ًقغِ اص ػضَ  دٌّذُ ًـبى 0

( اػت ٍ هَقؼيت هشکض     دس چبسچَة هشجغ )

ًؼجت ثِ چبسچَة  i+1چبسچَة هتصل ثِ ػضَ 

 ( اػت.5هؼبدلِ ) صَست ثِ     

(5)       

     (  ) 

 
  

    کِ يدسصَست
دس  iهختصبت هشکض چبسچَة  0

( ثبؿذ ثب تَجِ ثِ تؼشيف هبتشيغ      چبسچَة )

   تجذيل، 
0  ٍ     

 6هؼبدلِ ) صَست ثِتَاى  سا هي 0

 ثيبى کشد: (7ٍ 

(6)     

      

     

     

   
(7)      

      
     

       
  

 ذيحشکت، ثب ّبي هؼبدلِدػت آٍسدى  ثِ يثشا 

کبس ًيشٍّبي غيش ٍ  لي، پتبًؼيجٌجـ ياًشط

 ؼتنيػ يجٌجـ ياًشط .هحبػجِ ؿَد پبيؼتبس

 ًَؿتِ ؿَد: شيصَست ص تَاًذ ثِ هي

(8)                
   ٍ  هشثَط ثِ سٍتَس يجٌجـ ياًشط    کِ

     ٍ شيپز اًؼغبف ياجضاثِ هشثَط  يجٌجـ ياًشط

 iثشاي ػضَ     هشثَط ثِ ثبس اػت. يجٌجـ ياًشط

 ام ثشاثش اػت ثب: 
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(9)    
 

 
  

     ̇ 
  

 ضشيت تجذيل گيشثکغ ٍ    کِ 
  

ايٌشػي   

سٍتَس  ياِ يصاٍػشػت    هَتَس ٍ ّبة اػت. کِ  

اًشطي جٌجـي ػضَ الاػتيک  اػت. i حَل هحَس

 ثشاثش اػت ثب:

(10)    
 

 

 
    ∫  ̇   

  
(  )

  

 

 ̇   
  

(  )    

   ̇ کِ دس آى 
0

 

ثشداس ػشػت ًقبط اػت ٍ  (  )

 صَست ثِ( 4گيشي صهبًي اص هؼبدلِ ) اص هـتق

 آيذ. دػت هي ( ث11ِهؼبدلِ )

(11)  ̇   
  

(  )   ̇  
    ̇    

 (  )      ̇  
 (  ) 

 ٍ ̇  
( 12هؼبدلِ ) صَست ثِ( 5اص هؼبدلِ ) 0

 آيذ. دػت هي ثِ

(12)  ̇    
   ̇  

 (  ) 

اًشطي جٌجـي کل ثبصٍ ثِ ّويي سٍؽ ثب 

 ؿَد. ( هحبػجِ هي13هؼبدلِ )

(13)    ∑
 

 
 

 
∫  ̇   

  
(  )

  

 

 ̇   

  
(  )   

 

   

 

 صَست ثِاًشطي جٌجـي هشثَط ثِ ثبس خبسجي 

 .[22] ؿَد ( هحبػجِ هي14هؼبدلِ )

(14) 

    
 

 
   ̇   

 
 ̇   

  

                     
1

2
  ( ̇   ̇ 

 (  ))
 

 

∑  ̇ کِ دس آى   ̇ 
 
    ∑  ̇

 
 (  )

   
     

 ياًشطام اػت  nػضَ  هجذأاي  ثشاثش ثب ػشػت صاٍيِ

ؿَد  اػت. فشض هي ػضَخن ؿذى  اص پتبًؼيل

عَس  اص ضخبهت آى ثِ، هَسدًظش اػضبي استفبع

تَاى اثش  تش اػت، هي ثضسگ يتَجْ قبثل

گشفت.  ذُيسا ًبد يثشؿ يّب ييجبِ جبث

تَاى  يسا ه پتبًؼيل ثبصٍ ي، اًشطتيتشت ييا ثِ

 .[22]ًَؿت ( 15هؼبدلِ )صَست  ثِ

(15)    ∑
 

 
  ∫ (  ) (

    (    )

   
 )

  

 

   

 

   

 

 ػغح هوبىٍ  يبًک هذٍل ،تيتشت ثِ E  ٍIکِ 

ٌذ. اًشطي ّؼت ػضَ( ايٌشػيدٍم  هوبىهقغغ )

پتبًؼيل هشثَط ثِ گشاًؾ ثب دس ًظش گشفتي ػغح 

( 16هؼبدلِ ) صَست ثِ هجذأپتبًؼيل صفش دس 

 .ؿَد يههحبػجِ 

(16)     ∑(  ) ∫ [     ]   (  ) 
 

  

 

   

 

   

 

تب ايٌجب ػجبساتي ثشاي اًشطي پتبًؼيل ٍ اًشطي 

تبثغ خوؾ تيش  (    )   ثشحؼتجٌجـي 

ثيبى ؿذُ  ( )  چشخؾ صلت الاػتيک ٍ صٍايبي 

ضشة  صَست ثِ   اػت. دس سٍؽ الوبى هحذٍد 

 ّبي گشّي  جبيي جبثِ
  
دس تَاثغ ؿکل  ( )

 ؿَد. دس ًظش گشفتِ هي  (  )   

(17)   (    )     (  )   ( ) 

تبثغ ؿکل ثشاي تيش ثب الوبى دٍ گشّي 

 ( اػت.18هؼبدلِ ) صَست ثِ

(18) 
 

 ( )   
   

  
 

   

  
   

   

  

 
   

  
 

                      
   

 
 

  

  
 
  

  

 
  

 
  

ام اػت کِ  iدس اًتْبي ػضَ  هؤثشجشم     

ثشاي ػضَ آخش ثشاثش ثب جشم ثبس خبسجي ٍ ثشاي 

ػبيش اػضب جشم اػضبي اًتْبيي ٍ جشم ّبة اضبفِ 

 صَست ثٍِ ثشاي ّش ػضَ سثبت دٍ ػضَي  .ؿَد هي

 .ؿَد يه( هحبػجِ 19هؼبدلِ )

(19) 
              

       

  ٍ 
  

ام اػت ٍ ثِ سٍؿي  iػضَ  هؤثشايٌشػي  

 ّش ػضَهـبثِ ثشاي سثبت دٍ ػضَي ثشاي 

 ؿَد. صيش هحبػجِ هي صَست ثِ

(20) 
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ّبي پبيؼتبس ٍ  هؼبدلِ لاگشاًظ ثشاي ػيؼتن

 ( اػت.21هؼبدلِ ) صَست ثًِبهقيذ 
 

(21) 
 

  
(

  

  ̇
 

)  
  

  
 

  
 
           

 

 کِ دس آى 
 

 ٍ  بفتِي نيهختصبت تؼو 
 

 

تؼذاد هختصبت  Nٍ  بفتِي نيتؼو يّب يٍسٍد

هؼبدلات  يٍقت. ي اػتيلاگشاًظ Lٍ  بفتِي نيتؼو

 ؛ثؼظ دادُ ؿَد يکسثبت يثبصٍ يک يلاگشاًظ ثشا

( 22هؼبدلِ )صَست  سثبت ثِ يٌبهيکهؼبدلِ د

 خَاّذ ؿذ.

 

(22)   ( ) ̈    (   ̇) ̇   ( )    

     

 

اػت ٍ  يبفتِ ينهختصبت تؼو qکِ دس آى 

 ،هفبصل يتاص هَقؼ يجشم ٍ تبثؼ يغهبتش ( ) 

اص  يضٍ گش يَليغکَس يّب هؤلفِ هبتشيغ (̇   ) 

 Kگشاًؾ ٍ  يّب ثشداس هؤلفِ ( ) هشکض اػت ٍ 

ٍ گـتبٍس(  يشٍ)ً يشٍّبيً Qٍ  يػخت يغهبتش

 اػت. بفتِي تَػؼِ

  یکیىاميد َای معادلٍ 5. حل وماديه3

 شيپز اًؼغبف ثبصٍي کيٌبهيهحبػجِ د يثشا

 هٌظَس ييهحبػجِ ؿَد. ثذ ذيثب ييلاگشاًظ

دس عَل اػضب  ذي( ثب16ٍ  15، 10) ّبي هؼبدلِ

صَست ًـبى  ػجبسات ثِ ييؿَد. ا يشيگ اًتگشال

قبثل  کيػوجَل يافضاسّب دادُ ؿذُ دس ًشم

هٌظَس ػجبست داخل  ييثِ ا ؼتيً يشيگ اًتگشال

( ثؼظ 23صَست هؼبدلِ ) ثِ ا( س10اًتگشال ساثغِ )

 [.23] نيدّ يه

(23) 

 ̇   
  

(  )  ̇   
  

(  )

 (  ̇  
    ̇    

 (  )

     ̇  
 (  ))

 

(  ̇  
    ̇    

 (  )

     ̇  
 (  ))

  ̇ 
 

 
  ̇   

  ̇  
  

  ̇    
 (  )

  ̇  
  

    ̇  
 (  )    

 
 
 (  )  ̇

   ̇  
 

   
 

 
 (  )  ̇

    ̇    
 (  )

   
 

 
 (  )  ̇

      ̇  
 (  )

  ̇ 
 

 
 (  )  

   ̇  
 

  ̇ 
 

 
 (  )  

    ̇    
 (  )

  ̇ 
 

 
 (  )  

      ̇  
 (  ) 

 .نيکٌ يػبدُ ه شيصَست ص ػجبست ثبلا سا ثِ

(24) 

 ̇   
  

(  )  ̇   
  

(  )   ̇ 
 

 
  ̇    ̇  

  
  ̇    

 (  )    ̇  
  

    ̇  
 (  ) 

 

   
 

 
 (  )  ̇

    ̇    
 (  )

  ̇ 
 

 
 (  )  

      ̇  
 (  )

    
 

 
 (  )  ̇

      ̇  
 (  ) 

 بتيبضيٌَّص تَػظ ّؼتِ س ثبلاػجبست 

. ثب ؼتيً يشيگ قبثل اًتگشال هتلت کيػوجَل

 دس ضشة ثشداسّب: شيص تيتَجِ ثِ خبص

(25)          (   ) 

 (25)ثب تَجِ ثِ ساثغِ  ( سا24ػجبسات هؼبدلِ )

 .نيؼيًَ يه شيصَست ص ثِ

(26) 

 ̇   
  

(  )  ̇   
  

(  )

  ̇ 
 

 
  ̇    ̇  

  
  ̇    

 (  )    ̇  
  

    ̇  
 (  ) 

 

      (  ̇   
 

 
 (  )   

 
 
 (  )  ̇

 
 )

      (  
  ̇ 

 
 
 (  )   ̇  

  
(  )  

 )

       (  ̇
 
  

 
 
 (  )   ̇  

  
(  )  

 ) 

 .ني( داس10ساثغِ ) دس ( 26)ي گزاسيثب جب

(27) 

   ∑
 

 
  ∫  ̇   

  
(  )

  

 

 ̇   
  

(  )   

 

   

 ∑
 

 
    

 

   

 ̇ 
 

 
  ̇  

 

  ∑   ̇  
  

  ̇ ∫    
 (  )

  

 

    

 

   

 ∑   ̇  
  

  ∫  ̇  
 (  )

  

 

    

 

   

 ∑
 

 
        (  ̇ 

 

   

(∫   
 

 
 (  )   

 
 
 (  )

  

 

    )  ̇
 
)

 ∑
 

 
        (  

  

 

   

(∫  ̇ 
 

 
 (  )   ̇  

  
(  )

  

 

    )  
 )

 ∑        (  ̇
 
 

 

   

(∫   
 

 
 (  )   ̇  

  
(  )

  

 

    )  
 ) 
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 کيّش  يشيگ اًتگشال ،تَاثغ ؿکل يگزاسيثب جب

 تَاى يه يساحت ( سا ث27ِ)هؼبدلِ اص ػجبسات 

ّش ػضَ  کِ ياًجبم داد. دسصَست x شيثشحؼت هتغ

 نيشيالوبى هشتجِ اٍل دس ًظش ثگ کيصَست  سا ثِ

 :نيداس

(28) 

∫    
 (  )

  

 

    

 

[
 
 
 

  
 

 
  (                     )

  ]
 
 
 

 

∫  ̇  
 (  )

  

 

    

 
 

  (  ̇     ̇      ̇      ̇  )

  

 

∫  ̇ 
 

 
 (  )   ̇  

  
(  )

  

 

    

 

[
 
 
 
  

 

 

  

  

  
  

   
  ]

 
 
 

 

     
 (                 

       ) 

      
    

     
       

    
    

  
                             

            
                       

 

         

      
  

∫  ̇ 
 

 
 (  )   ̇  

  
(  )

  

 

    

 [
  

 
  

   
  

] 

      
  ̇  

     
  ̇   ̇  

    
  ̇  

  
      ̇   ̇        ̇   ̇   
       ̇   ̇        ̇   ̇   

    ̇  
     ̇   ̇      ̇  

  

∫   
 

 
 (  )   ̇  

  
(  )

  

 

    

 [
      
       

] 

     
 (  ̇      ̇  

     ̇  

     ̇  ) 
      ̇  (            

        

        ) 
            ̇  (            

        

        ) 

           
  ̇     

  ̇  (     

      

       

       ) 

هـبثْي دس  عَس ثًِيض  (16ٍ  15) ّبي هؼبدلِ

 ؿَد. ي هيشيگ اًتگشالعَل الوبى 

 

َای ديىامیکی  . شکل بستٍ معادل4ٍ

 باسيی تک لیىکی

ثشاي ثِ دػت آٍسدى هؼبدلِ ديٌبهيکي 

اثضاس  دس جؼجِ کيصَست ػوجَل ثِ ثبلا ّبي هؼبدلِ

ٍ  ؿذُ اػت يػبص بدُيهتلت پ کيػوجَل بتيبضيس

هؼبدلِ لاگشاًظ حل ؿذُ اػت. خشٍجي ثشًبهِ ثشاي 

سثبت تک ػضَي ثب ثبس ٍ ايٌشػي خبسجي ٍ 

( هحبػجِ ؿذُ 22) هؼبدلِ صَست ثِايٌشػي ّبة، 

هؼبدلِ  صَست ثِاػت. هبتشيغ جشم ايي هؼبدلِ 

 ( اػت.29)

(29)   
   

   
  

[
 
 
 
 

                         

               
                 

                       

                         ]
 
 
 
 

 

                          
  

               
        

        
  

                                       

                             

          
   

   
(           

    
      

 ) 

   
     
   

     
     

   
 

 

گبّي ػغش ٍ ػتَى  ثشاي اػوبل ؿشايظ تکيِ

 ؿَد. ّوچٌيي دٍم هبتشيغ جشم حزف هي

ثشاثش ثب صفش     دس     ٍ     هتغيشّبي 

 ؿًَذ. هي
 

 
   

   
[

                  

                  

                 
] 

(30)  

                
        

  
                     

   

   
 

             (           
    

      
 ) 
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ي گشاًؾ ثشاي ثبصٍي يک ليٌکي ّب هؤلفِثشداس 

صيش  صَست ثِي گبِّ يتک ظيثؼذ اص اػوبل ؿشا

 ؿَد. هحبػجِ هي

  

(31) 

  
   

  
[

  

  (         )

 (         )

] 

                   

                          

                           

        
    

   
(           

     (    

     ) 

      (  ) 

      (  ) 
اص هشکض ثؼذ اص  ضيٍ گش غيَليکَس يّب هؤلفِ

 (32هؼبدلِ )صَست  ثِ يگبِّ يتک ظياػوبل ؿشا

 هحبػجِ ؿذُ اػت.

(32)    
   

   
[

         

     
     

] [
 ̇ 

 ̇  

 ̇  

] 

           ̇          ̇  

        ̇            
     ̇     

 
     

   
    ̇   

     ̇ (              
     

   
   ) 

        

      ̇ (             ) 

        
 اػت. (33هؼبدلِ )صَست  ثِ يػخت غيٍ هبتش

(33)   
  

  

[
 
 
 
 
     
          
            

            
            ]

 
 
 
 

 

تَقي ٍ ّوکبساًؾ هؼبدلات ديٌبهيکي ثبصٍي   

ًوبديي ثِ سٍؽ الوبى  صَست ثِتک ليٌکي سا 

هبتشيغ ػختي  [.6اًذ ] هحذٍد اػتخشاج کشدُ

هحبػجِ ؿذُ دس ايي هشجغ ثشاي يک سثبت تک 

ػضَي ثب يک الوبى ثب هبتشيغ ػختي هحبػجِ 

هبتشيغ     ؿذُ دس ايي هقبلِ يکي اػت. دسايِ 

، داساي ؿذُ ًَؿتِثب ثشًبهِ  آهذُ دػت ثِجشم 

ي اػت کِ ثب صفش قشاس دادى شخغيغي ّب هؤلفِ

    ٍ     ،    ،     هختصبت الاػتيک ؿبهل

[ خَاّذ 6]ي هشجغ ّب هؤلفِثشاثش      ضشيت 

ّوچٌيي دس ايي هشجغ ًيشٍّبي گشاًؾ ٍ  ؿذ.

 31ّبي ) کَسيَليغ ٍ گشيض اص هشکض کِ دس هؼبدلِ

ًـذُ اػت. دس هشجغ  ( آهذُ اػت؛ هحبػج32ٍِ 

اسائِ ؿذُ اػت.  [6]ّبي هـبثِ  ًيض هؼبدلِ [20]

ّب لحبػ  ثب ايي تفبٍت کِ اثش ثبس خبسجي دس هؼبدلِ

ؿذُ دس هشجغ  اسائِؿذُ اػت. هبتشيغ جشم 

 .دس پيَػت آهذُ اػت [20]

 ساسی . شبی5ٍ

[ 4دس هشجغ ] آهذُ دػت ثِّبي  هؼبدلِ

خغي اػت ثِ ايي دليل دس ايي هقبلِ  صَست ثِ

ّبي ػختي ٍ  پغ اص ثِ دػت آٍسدى هبتشيغ

ٍ  ؿذُ اػتخشاججشم، تجذيل لاپلاع ػيؼتن 

ي ؿذُ، پبساهتشّبي ٍصًي ػبصِ يؿجػيؼتن خغي، 

ًظش گشفتِ  دس (1جذٍل ) صَست ثٍِ ٌّذػي ثبصٍ 

ثب داهٌِ  6ثٌگ ثٌگ صَست ثِؿذُ اػت ٍ ٍسٍدي 

( اػت. پبػخ 2ؿکل ) ثبهغبثق  ًيَتي هتش 1/0

جبيي اًتْبي ػضَ  [ کِ جبث6ِػيؼتن هشجغ ]

( ثِ دػت آهذُ اػت. 3ؿکل ) صَست ثِاػت، 

ّبي  ثشاي ثشسػي دسػتي ٍ هقبيؼِ هؼبدلِ

خغي ديٌبهيکي ثبصٍي تک ػضَي  غيش

 5گَتب هشتجِ  ّب ثب سٍؽ ساًگ ، هؼبدلِآهذُ دػت ثِ

اص  هتلت حل ؿذُ اػت. ثشاي اػتفبدُ افضاس ًشمدس 

هؼبدلِ ديفشاًؼيل دس هتلت ثبيذ  گش حلتَاثغ 

هشتجِ دٍ ثِ هؼبدلِ  ّبي ديفشاًؼيل هؼبدلِ

( 34ديفشاًؼيل هشتجِ يک تجذيل ؿَد هؼبدلِ )

ٍػيلة   ؿکل اػتبًذاسد هؼبدلات ثشاي حل ثِ

ode15s دّذ. سا ًـبى هي 

(34)  ̇   (   ) 
 (   ) ̇   (   ) 

ػبصي ػيؼتن دس هتلت ثبيذ  ثشاي ؿجيِ

تَاثؼي اص  صَست ثِ (   )  ٍ (   ) هبتشيغ 

تؼشيف  ّب آىٍ هـتقبت  بفتِي نيتؼوهتغيشّبي 

 ؿَد. ؿَد. تؼذاد هتغيشّبي هؼتقل ثشاثش ثب ػِ هي

(35)            
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 [6] ربات مرجع . پارامترهاي1ول جد

 مقدار ابعاد ي ضزيب ومايٍ پارامتز

 m 96/0   عَل

هوبى ايٌشػي 

 هقغغ

          1924/5 

 1544/6          هؼبحت هقغغ

 2710          چگبلي

 11/7            هذٍل يبًگ

 

 ؿَد. ( تؼشيف هي30هؼبدلِ ) صَست ثِ qهتغيش 

(36)   *
  

  
 + ,  

 
    

    ̇ 
( حبػجِ 31هؼبدلِ ) صَست ثِ (   ) ٍ هبتشيغ 

 ؿَد. هي

(37)  (   )  [
            

       (  )     
] 

 
 سمان بزحسب. گطتاير اعمالی 2ضکل 

( 38هؼبدلِ ) صَست ثِ( 34دس هؼبدلِ )  (   ) 

 ؿَد. هحبػجِ هي

(38)  
 (   )

 *
  

 ( )   (     )   (  )    + 

ّبي يبدؿذُ دس هتلت،  ي هؼبدلِػبصِ يؿجثب 

جبيي ػولگش ًْبيي ًؼجت ثِ صهبى ثشاي سثبت  جبثِ

( سػن ؿذُ 3ػضَي ثب يک الوبى دس ؿکل ) تک

هـبثِ ًوَداس  آهذُ دػت ثِاػت. ًوَداس 

[ اػت. دس 6هشجغ ] ػبصي دس ؿجيِ آهذُ دػت ثِ

ًيض  [6ّبي هشجغ ] ايٌجب ثشاي هقبيؼِ هؼبدلِ

( قشاس 4)ػبصي ٍ دس ؿکل  خغي ؿجيِ صَست ثِ

 دادُ ؿذُ اػت.

 

 
 سمان بزحسبجایی اوتُای باسي  . جاب3ٍضکل 

( پبػخ ػيؼتن خغي ٍ 3ثب تَجِ ثِ ؿکل )

ي ثشاي تحشيک ثب گـتبٍسي هغبثق ثب شخغيغ

ي شخغيغ( يکي اػت ٍ آثبس 2ؿکل)

ي اػت. خوؾ اًتْبي ثبصٍ دس دٍ پَؿ چـن قبثل

( آهذُ 4ي دس ؿکل )شخغيغػبصي خغي ٍ  ؿجيِ

دٌّذُ ّوؼبى ثَدى  ػبصي ًـبى ؿجيِاػت ٍ 

 ّبػت. پبػخ

 

 
 سمان بزحسب( u12. خمص باسي )4ضکل 

ي گـتبٍس هغبثق ثب شخغيغثشاي ثشسػي آثبس 

( ثِ ػيؼتن خغي ٍ غيشخغي اػوبل 3ؿکل )

ؿذُ اػت. دس ايي تحشيک گـتبٍس ثيـتشي دس 

 تش ثِ ػيؼتن اػوبل ؿذُ اػت. صهبًي کَتبُ
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ساسی  سمان در ضبیٍ بزحسب. گطتاير اعمالی 5ضکل 

 ديم

ّبي  ثب افضايؾ ػشػت تحشيک پبػخ ػيؼتن

( 8ٍ  7ٍ  6ّبي ) خغي ٍ غيشخغي دس ؿکل

جبيي اًتْبي  ( جبث6ِؿکل ) تشػين ؿذُ اػت.

ثبصٍ ثب تَجِ ثِ ؿکل هيضاى ًَػبى دس دٍ حبلت ثب 

ّن هتفبٍت اػت ٍ ػيؼتن خغي ًَػبى ثيـتشي 

 جبًيتقشخ ًْبيي دّذ، ٍلي هيبًگيي پبػ سا ًـبى هي

 ثبثت اػت.

 
سمان در  بزحسبجایی اوتُای باسي  . جاب6ٍضکل 

 ساسی ديم ضبیٍ

 
ساسی  سمان در ضبیٍ بزحسب. خمص اوتُای باسي 7ضکل 

 ديم

 

 
 سمان  بزحسبومایی  . خمص اوتُای باسي با بشرگ8ضکل 

خوؾ خغي ػيؼتن خغي ٍ غيشخغي ثب 

اػت ٍ  (8ٍ  7ّبي ) تحشيک ػشيغ هغبثق ؿکل

دٌّذُ آثبس غيشخغي اػت کِ  ًـبى

 ي ًيؼت.پَؿ چـن قبثل

 یزیگ جٍیوت. 6

 يثبصٍّب يکيٌبهيد يػبص هقبلِ هذل ييا

. کٌذ سا ثشسػي هي شيپز اًؼغبف يثب اػضب کيسثبت

ثش اػبع هؼبدلِ لاگشاًظ ٍ  يػبص سٍؽ هذل

، هقبلِ ييالوبى هحذٍد اػت. دس ا يػبص گؼؼتِ

ٍ  غيَلياص هشکض ٍ کَس ضيشگ يشٍيً ،يشخغيآثبس غ

 يػبصِ يؿج .آثبس گشاًؾ دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت

دس  5گَتب هشتجِ  ثب سٍؽ ساًگ تک ليٌکي يثبصٍ

ثب هشجغ  جيًتبٍ  اًجبم ؿذُ اػت هحيظ هتلت

خغي اًجبم گشفتِ،  صَست ثِي ػبص هذلکِ  [6]

ّوخَاًي  دٌّذُ ًـبىهقبيؼِ ؿذُ اػت. ًتبيج 

ّبي پبييي  ػتّبي خغي ٍ غيشخغي دس ػش سٍؽ

ّبي کَچک اػت. ثب افضايؾ ػشػت،  ٍ تغييش ؿکل

ػبصي غيشخغي ٍ خغي  پزيشي ًتبيج هذل اًؼغبف

ػبصي خغي  گيشًذ ٍ دقت هذل اص ّن فبصلِ هي

 يثشا ليدل ييثِ ّوکٌذ.  کبّؾ پيذا هي

اص  تَاى يه ش،يپز اًؼغبف بسيثؼ يّب سثبت يػبص هذل

 هذل غيشخغي اسائِ ؿذُ اػتفبدُ کشد.
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